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1 Allgemeines

Gelegentlich begegnet man der Behauptung, aus gewissen Voraussetzungen folge logisch ein bestimmter
Schlufisatz, mufi dann aber feststellen, dafi der beanspruchte Folgerungszusammenhang tatsachlich gar nicht
besteht. So kann es einem etwa bei Diskussionen ergehen, bei der Priifung juristischer Entscheidungsbe-
griindungen, bei der Analyse scholastischer Argumentationen, aber auch bei dem Studium mathematischer
Beweise.

Da man sich im Alltag — auch im wissenschaftlichen — fragmentarisch auszudriicken pflegt, also selbst-
verstandlich erscheinende Voraussetzungen und Beweisschritte einfach weglafit, gibt diese Beobachtung kei-
nen Anlaff zur Beunruhigung. Unter Umstédnden kann es jedoch interessant sein, einen solchen liickenhaften
Gedankengang, ein sog. Enthymen, zu einem vollstdndigen Beweis zu erginzen, d.h. hier: weitere Voraus-
setzungen aufsuchen, mit deren und der urspriinglichen Pramissen Hilfe die betreffende Konklusion dann
tatséchlich beweisbar wird.

Dieses Vorgehen nennen wir den , Riickschlufl auf verborgene bzw. verschwiegene Primissen“!.
Dabei wird man sich nicht mit irgendeinem beliebigen System von Prémissen begniigen, die das Gewtlinschte
leisten, sondern wird nach logisch méglichst schwachen Annahmen suchen, also solchen, die in einem spéter
noch genauer zu umgrenzenden Sinne ,,minimal® sind.

Etwas technischer ausgedriickt:

Gegeben sei ein beliebiger Kalkiil K (eine kalkiilisierte bzw. formalisierte Theorie 0.4.) sowie die Tatsache,
daf} aus einem System von Kalkiilausdriicken A zusammen mit einem weiteren solchen System X ein
anderes System von Ausdriicken B beweisbar ist; in Zeichen:

A, X b B

Im einfachsten Fall vertreten A und B jeweils einen einzigen Ausdruck.

1Vgl. 1, 2], [3, S. 131 f], [4, S. 108 ff], [5, S. 49 ff].
?Der Index K kann fehlen, wenn klar ist, um welchen Kalkiil es sich handelt, oder wenn von beliebigen Kalkiilen die Rede
ist.



Hierbei seien A und B bekannt, X sei ,unbekannt“ und damit ,gesucht“. B sollte — von trivialen
Sonderfiéllen abgesechen — nicht aus X alleine folgen, d.h. zur Ableitung von B sollte A i.a. tatséchlich
mitbenutzt werden®. Das Verhiltnis von A und B ist beliebig.

2 Hinweise zum syllogistischen Riickschluf}

Im Rahmen der klassischen Syllogistik hat v. Freytag Léringhoff das vorliegende Problem behandelt?.

Die Ausgangslage ist hier:  sRip, X Fgyy qRor

(wobei ,,Syll“ ein speziell auf die Syllogistik zugeschnittener o.4. Kalkiil sei)

Die Variablen s, p, q, » stehen fiir beliebige Begriffsausdriicke; R, Rs fiir beliebige der syllogistischen
Relationen a, e, i, o (bzw. auch noch &, ¢, 1, 6, sofern man alle méglichen (einfachen) Begriffsbezichungen

ins Spiel bringen will, aber keine Termnegation zur Verfiigung hat). Die Losung darf die Variablen héchstens
negiert, aber keine anderen Operationszeichen enthalten.

3 Der Kalkiil BL™

Wir wollen das Riickschlufiproblem hier fiir die sog. Reine Begriffslogik behandeln und legen dafiir den

Kalkiil BL" zugrunde®. Kurz gesagt handelt es sich dabei um eine Boolesche Algebra, deren Ausdrucks—
und Beweismdglichkeiten zum Zwecke der Deutung gerade als Logik etwas erweitert worden sind; u.a. mit
der Folge, dafl in diesem Kalkiil auch verneinte Bezichungen a £ b, a #b behandelt werden kdnnen.
Der Anschaulichkeit halber werden wir je nach Bedarf im Folgenden die v. Freytag Léringhoffsche und die
Boole-Schrédersche Symbolik®, aber auch die Diagramme von Venn benutzen.

4 Minimalitdtsbedingungen

Zur Einfiihrung diene ein Beispiel aus der Syllogistik, dem der Modus Barbara zugrundeliegt:

Alleasind b, X F Alleasind ¢
aab, X F aac
a<b X F a<c

Hier lautet die syllogistische Losung Xsyn nach v. Freytag Loringhoff:
Xsyll b <c

Ersichtlich gilt: a <b,b<e¢ F a <ec. Aber ist diese Losung irgendwie minimal?
Im Vennschen Umfangsdiagramm?® (s. Abb. 1) sieht das so aus:

IDamit ist vertriglich, daf eine minimale Lésung Xm (siche Abschnitte 4 und 5), aus der allein im allgemeinen Falle die
Konklusion nicht folgt, sich im besonderen als mit B Aquivalent erweist; womit sich zugleich die Aufgabe stellt, notwendige
und hinreichende Bedingungen dafiir anzugeben, daf§ dieser Fall eintritt.

1Vgl. [3, S. 131 ff].

5Dieser unterscheidet sich von dem in [8, S. 28 ff, S. 40 ff] verwendeten Kalkiil BGSF nur dadurch, das dessen Axiom 2.4
F a=ab+ab,a= (a+b)(a+ E) dquivalent durch die Regeln o <b -+ ab <0 und ¢< b Ak ab <0 ersetzt ist.

Wie man diesen Kalkiil durch bestimmte Zusétze bis zur (vollen) Urteilslogik BLE (Aquivalent mit Aussagen— und Pridika-
tenlogik) erweitert, wird in [8, S. 64 ff] gezeigt.

6 Zur Aquivalenz jeweils zugehoriger Kalkiile vgl. [8, S. 32 ff].

"Eine nach Peirce sog. ,,Abduktion®, vgl. [3, S. 131].

8Man kénnte ebensogut Inhaltsdiagramme verwenden, vgl. [4, S. 64 ff].
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Abb. 1

Aus dem Diagramm entnimmt man ohne weiteres, dafl die syllogistische Lésung sozusagen zu viel liefert.
Umaus a<b a<c¢ zu gewinnen, geniigt folgende Schraffierung (siche Abb. 2):
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Abb. 2

Die Loésung ab < ¢ ist — wie auch aus dem Diagramm unmittelbar ersichtlich — echt schwicher als die
syllogistische, denn aus b <e¢ folgt ab < ¢, aber nicht umgekehrt.

Im anschaulichen, durch das Venn—Diagramm gegebenen Sinne ist sie auch am schwichsten, denn fiir den
Fall, dafl ab < ¢ nicht, also ab<£ ¢ gilt,ist a<c¢ aus a<¥b nicht zu beweisen (sieche Abb. 3).
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Abb. 3

Dies gilt nicht fiir die syllogistische Losung b < ¢ | was man sich ebenfalls leicht am Venn-Diagramm klar
macht. Denn angenommen, b < ¢ gelte nicht, also b £ ¢, so ist diese Lage immer noch mit ab < ¢ (siche

Abb. 2) vertriglich (siche Abb. 4):

% ok (,* oder *) b£ec




Als ,V(enn)-minimal® wollen wir im folgenden eine Lésung des Riickschluiproblems bezeichnen, die sich
durch Betrachtung eines zugehdrigen Venn—Diagramms als zur Gewinnung der Konklusion unerldfilich er-
weist.

Eine andere Mdoglichkeit bestiinde darin, ,minimal (schlechthin)“ eine Lésung zu nennen, die relativ zum
bekannten Pramissensystem A bzgl. der Ableitbarkeitsbeziehung - schwécher ist als alle anderen Losun-
gen.

Wir definieren daher folgendermafen (mit einem Nachtrag den Begriff ,,Losung® betreffend):

a) ,X ist Losung des RiickschluBiproblems (relativ zu A, B und zum Kalkiil K)“, genau wenn gilt:

A X Fx B.
(,Bist aus A und X im Kalkiil K beweisbar)

b) , X ist minimal“, genau wenn gilt:
Fir alle Y: Wenn A Y Fx B,dann A, Y Fx A, X.
(,, Alle Losungen Y haben zusammen mit A im Kalkiil K A und X zur Folge®)

Diese Bedingung ist — wie sich leicht zeigen 1a8t° — dquivalent mit der einfacheren: A, B kg X, die wir
daher im folgenden benutzen werden, so dafl sich aus a) und b) ergibt:

»X ist minimale Losung des Riickschlufiproblems (relativzu A, B, K)“, genau wenn gilt: A, X Fx B und
A B Fx X0

5 Minimaler Riickschlu8 im Kalkiil BL"

Wir betrachten nun die vier méglichen Fille'!| bei denen als bekannt genau eine Pramisse und eine Kon-
klusion der Gestalt = <y oder =z £ y'? auftreten. Die syllogistischen Lésungen (X!, X2 etc.) und die
minimalen (Xm) besitzen dieselbe Gestalt und erfiillen die Bedingung, daf in « und y kein Beziehungszeichen,
also < oder =, enthalten ist, sofern dies nur fiir a, b, ¢, d gilt.

1 aa a<b X F e<d X! ec<ab<d
X2 1<a+d b-c<0
Xm: ce<a+d, b-c<d™
2 a0 a<b X Fecdd X': agdb<ec
X2 a-c£0,b-d<0
X3 1<a+c, 1£b+d
Xt d<a,cfb
Xm: (a-b)+(c-d)£0

3 oa adbh X F e<d Hier scheint es keine Lésung zu geben®®.
9Unter Verwendung folgender Axiome fiir ,,-*:
1) A, B F A
A, B F B

2) Wenn A F B und B F C,dann A + C.
3) Wenn A F B und A F C,dann 4 + B,C.
A, B, C sind (eventuell leere) Systeme von Kalkiil-Ausdriicken.
Die eine Richtung der zu beweisenden Aquivalenz erhilt man ohne weiteres durch Anwendung der Minimalititsdefinition b)
(,Fiir alle Y: ...“) auf B.
10Definiert man: A R¢c B genauwenn A, C F B und
ARIC B genauwenn A, C F B und B,C F A

so wird R¢ eine sog. Quasi-Ordnung und R'IC eine Aquivalenzrelation.

Ahnlich kann man auch BL" —intern definierien:

aéb Ak ac<b und aFh Ak ac < b, be < aj es gilt dann: a;b 4+ a <b sowie aTb Ak a=5b.

'Da man im Kalkiil BLF iiber Termnegation verfiigt und daher alle syllogistischen Relationen a, e, ..., 8 ausdriicken kann,
sind durch die Fille 1 — 4 alle hier in Frage kommenden Méglichkeiten erschopft.

12 Gleichungen und negierte Gleichungen brauchen nicht gesondert behandelt werden, da sie sich in der Boole—Schréderschen
Algebra bzw. in der Begriffslogik bekanntlich auf jeweils dquivalente 0—(bzw. 1-)Subsumtionen bringen lassen:

e=y 4 zy+TY <0 w#y A oY+ Ty L0



4 o0 adb X F cgd X a<e d<b
X2 a-d<0,1<b+e
X* a<b+eca-d<b

5.1 Zur Begriindung

Da sich unverneinte wie verneinte Subsumtionen a < b bzw. a £ b jeweils in dquivalente Null-
Subsumtionen ab <0 bzw. ab<£ 0 umformen lassen'®, reduzieren sich die Fille 1 — 4 auf folgende (mit
ab fir r und ed fir s):

" r<0F s<0 X, s<r

2 r<0F s£0 Xyt r4s5<0

3 rL£0F s<0

£ rL0F s£0 X*: r<s

Ein Blick auf die zugehorigen Venn—Diagramme lehrt (Abb. 6 — 8a), dafl die Losungen 17, 2’ und 4’ Venn—
minimal sind, wobei allerdings die Losung 4’ zuviel liefert: rs £ 0, an Stelle von s £ 0. Losung 4’ ist
jedoch nicht minimal,da 7 £ 0,s €0 F r<s nicht gilt.

T Abb. 5
r<0,s<r F s<0
r S = 1
K Abb. 6
r<0,r+s<£0 Fs<0'7
r S = % % * (im Bereich Ts)
3’ Abb. 7
r£0,?7 Fs<0!®
r S % 1

1 Dies entspricht a&d, bec. Da die Syllogistik im klassischen Sinne weder 0 noch 1 kennt, sollte man vielleicht lieber @ < d
und b < ¢ o.4. schreiben. Wir bevorzugen i.a. die termnegationsfreie Schreibweise oder eine solche, die den Zusammenhang
von syllogistischer und minimaler L.dsung zu verdeutlichen geeignet erscheint.

1 Diese Lésung gilt auch schon fiir distributive Verbinde bzw. Begriffslogiken. Distributivitit ist aber wohl erforderlich, da
man zum bequemen Nachweis der Lsungseigenschaft die sog. Schnittregel (vgl. [7]) zu benstigen scheint.

Die angegebene Lsung erledigt auch gleich den allgemeinen Fall mit n Pridmissen und m Konklusionen:

a;r <by,...,an <bny, X F ¢ £dy, ..., ¢m < dm, da man Subsumtionen stets in dquivalente 0-—Subsumtionen umformen
und diese dann in eine einzige zusammenfassen kann (Beweis mit vollstindiger Induktion).

15 Abgesehen von der trivialen L.ésung X = B , hieralso X,, :==c<d. X, =B istim Ubrigen eine minimale Lsung
fiir alle vier Fille, hier allerdings die einzig mogliche.

16vgl. [8, S. 31 unten, S. 35 Theorem 16), dabei ¢ durch 0 ersetzt, S. 47 Theorem 21)].

1"Die Venn—Minimalitit der Lésung ersieht man daraus, daB es keine Maglichkeit gibt, zu den mit ,,—“ verbundenen Sternchen
ein weiteres hinzuzufiigen und damit r + s £ 0 abzuschwéchen, ohne damit zugleich die Beweisbarkeit der Konklusion
s £ 0 aufzugeben.

ot



Abb. 8a

T Abb. 8
r€0,r<s F s£0
r S ¥k = * T s

(im Bereich rs)

s£0

Die Minimalitédt der Losungen fiir 17 und 2’ sieht man so:

1’ Zuzeigenist A, B F X;dh. r<0,s<0F s<r.

Wegen des Axioms 0 <r gilt aber schon s<0 F s<r also B F Xjalsoerst recht A B F X.
2’: Auch hier gilt bereits B F X;dh. s<£0 r+s%0 wegen r+s<0,s<r+s F s<0 nach
BLF-Theoremen'?.

0
-
Zur Losung des Falles 1 aa kann man — abgekiirzt — auf folgendem Wege gelangen:

a<b, X F c<d
ab<0,X F ¢d<0 Xm: cd<ab nach 1’ s.o0.
hieraus: cd<a,cd<b
c<a+d, be< d?®
Jeweils nach bekannten Regeln der Booleschen Algebra.

Die Lésung des vierten Falles oo kann auf die des ersten aa zuriickgefithrt werden:

adb X F efd
e<d, X F a<b

und weiter wie oben, oder aber

X F ocgd

a£b,
a-b£0, X F c-d£0

X*: a-b<ec-d mach 4 s.o.

Auch der zweite Fall ao wird ahnlich behandelt:

<0, X F ¢c:d40 Xm: a-b+c-d£0 nach?2 so.

wobei man die Lésung 2’ unmittelbar aus dem Venn-Diagramm oder aus der BL'-Regel (Satz)
r<0,7r4+s54£0 F s£0% entnehmen kann, die sich auf die Boolesche Regel »<0,5s<0 F r+4+s<
0 stiitzt.

Im iibrigen kann man die Losungen auch unmittelbar den Venn-Diagrammen fiir vier Begriffe entnehmen,
z.B. im Falle aa:

18 Triviale Sonderlésung ist hier, wie schon oben angemerkt, die Konklusion selbst, also s < 0. Diese Ldsung ist auch
Venn-minimal. Uber die Brauchbarkeit dieser Lésung kann man natiirlich streiten.

19Vgl. [8, S. 41 f].

20Vgl. [8, S. 35 Theorem 16)].

21vgl. [8, S. 41 f].
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Mit dem Nebenergebnis, daff sich die minimale Losung auch darstellen 148t als abe < d, bc < a + d,
c<a+b+d.

6 Teilminimalisierung

Wem aus irgendwelchen Griinden die jeweils minimale Losung des Gesamtproblems A, X F B nicht
gefillt, der kann einen anderen Weg einschlagen, den wir ,, Teilminimalisierung” nennen wollen.

Hierzu hat man sich mit Hilfe eines syllogistischen Losungspaares einen Beweis herzustellen und dann bei
jedem Beweisschritt die Minimallésung einzufithren; z.B. im Falle ao mit der ersten syllogistischen Ldsung

(siche Abschnitt 5) a<b,afd,b<ec F c£d:

Der Beweis geht tiber in
a<b b<e a<b ab<e
alc afd a<c at+cd £ 0

cfd cfd

Als Loésung ergibt sich hier  ab < ¢, at +cd £ 0 im Gegensatz zur (Gesamt YMinimallésung ~ ab +
cd £ 0. SinngemifBe Anwendung dleses Verfahrens auf die iibrigen Félle liefert eine Vielzahl von ,teilweise®
minimalen Losungen.

Gibt man die Einschrankung auf, dafi die als Losungen auftretenden positiven oder negativen Subsumtionen
z <y bzw. 2z £y weder in x noch in y Bezichungszeichen, also < oder =, enthalten diirfen, so
besitzt jedes Riickschlufiproblem A, X + B die (triviale) Losung: A < B wegen der Giiltigkeit der
BL"- Abtrenmmgqregel In dem Ka]ku] der ,gemischten Begriffslogik“?? BL, 148t sich diese Lésung auch
als minimal erweisen, weil hier unter bestimmten Bedingungen B F A < B gilt.

Die Lésung A < B ist in BLY, mit den schon bekannten Minimalldsungen jeweils dquivalent relativ zu A,

d.h. es gilt:

A A<B F X, und A, X, F A< B;zB.im Falle aa:
a<b (a<b)<(c<d) F cd < ab  sowie
a<bed<ab F (a<b)<(c<d);

wie iiberhaupt zwei verschiedene minimale Losungen relativ zu A stets Aquivalent sind?3.
Wollte man das RiickschluBproblem in der (vollen) Urteilslogik, etwa im Kalkiil BL!, studieren, so wire es
sinnvoll, beliebige Ausdriicke, etwa auch solche der Gestalt U +V, [[. 4 etc. zuzulassen24

22vgl. [8, S. 71 ff].

23Vgl. Fuinote 9).

24Schon in BLE, ist zB. (r < s)+ (s £ 0) eine minimale Lésung fiir den Fall 4’ (siehe Abschnitt 5). Im iibrigen 14t sich
jede Losung X durch Addition der Konsequenz B ,,zwangsminimalisieren®.

-1



7 Anwendungen

Neben seiner theoretischen?® kiénnte das Riickschlufiverfahren auch praktische Bedeutung erlangen bei der
»Reparatur® von Fehlschliissen aller Art. Bei der Barbara-Quarternio etwa sieht die Lage so aus:

a<b b <c, X Fa<e Xm: ab<b*+e¢

Diese Losung ist um einiges schwicher als andere sich anbietende wie etwa b <b* oder gar b =b".

Ein anderer Fehlschlu8 (etwa als vermeintliche Celarent-Anwendung zu deuten) kénnte folgendermaflen
behandelt werden:

a<ba<0,X F bc<0 Xm: be<a,

wobei die Lésung ohne Benutzung der Pramisse a <b die Konklusion bc <0 liefert.

Angewandt auf die Frage nach der Giiltigkeit der Subalternation und gewisser ,,angefochtener” syllogistischer
Modi liefert unser Verfahren folgende Ergebnisse:

Subalternation: a < b, X F ab£0 (bzw. ba £ 0)
Xm: a£0 (= X, im Falle ai%®)

Darapti: a <b,a<e¢, X F bc£0
Xm: a+bcL0

Ersetzt man die beiden Pramissen dquivalent durch a < be und fafit die Lage als einen syllogistischen Fall
al bzw. ao auf, so ergeben sich Lésungen, die relativ zu den Pramissen a < b, a <c¢ jeweils dquivalent zu
der (auch schon syllogistischen) Léosung a £ 0 sind.

Das Riickschlufiproblem in anderen als den hier zugrunde gelegten Kalkiilen zu studieren, aber auch sich
gegebenenfalls noch konkretere Anwendungsfille zurechtzulegen, {iberlassen wir vorerst dem geneigten Leser.

25Man kénnte sich z.B. fragen, unter welchen Bedingungen die Transitivitdtsregel a < b, b < ¢ F a < ¢ umkehrbar ist.
Die Antwort besteht in der Minimallésung des Riickschlufiproblems: a <¢, X F a<b,b<c.
26Vgl, [3, S. 142], [4, S. 108].
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