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Kapitel 1

Einleitung

Dieser Text beschéftigt sich mit den sogenannten Venn-Diagrammen, die 1880 von John Venn (1834-1923)
eingefithrt wurden. Die Diagrammtechnik von Venn wurde urspriinglich entwickelt, um logische Zusam-
menhénge zu verdeutlichen. Die Diagramme représentieren aber ganz allgemein Boolesche Verbidnde oder
auch Boolesche Algebren.

Ein Venn-Diagramm besteht aus einem ,,Rahmen®, der das ,,Universum* darstellt, und darin ein beliebiges
geschlossenes Gebilde ( z.B. ein Kreis ) fiir jedes auftretende Objekt. Es eriibrigt sich, zu einem Objekt auch
sein Negat ( sein ,Gegenteil“ ) einzufiihren, denn letzteres ist nichts anderes als das ,AuBere* des Jeweiligen
,Kreises“. Da die ,,Kreise“ dariiber hinaus so angeordnet werden, daf} sich alle denkbaren Schnittflichen
ergeben, entféllt auch das Einfithren von verkniipften Objekten, die durch ,,und® und ,,oder* aus vorhandenen
Grundobjekten gebildet werden.

Vorteilhaft ist, dafl in die Venn-Diagramme die Axiomatik der Booleschen Verbédnde gleichsam eingearbeitet
ist. Es geniigt, die Pramissen (das Wissen) nach einem mechanischen Verfahren in ein Diagramm einzutragen.
Dann kann man sofort mechanisch priifen, ob mogliche Konklusionen (Vermutungen) aus den Pramissen
folgen oder nicht folgen. Es brauchen keine Regeln angewendet zu werden, um Konklusionen zu testen,
man kann nicht mit einem Beweisansatz in die Irre laufen, und vor allem sind die Ergebnisse definitiv. Vor
allem bieten die Diagramme daher auch didaktische Vorteile.

Naturgemifl hat diese Diagrammtechnik Grenzen. Bei mehr als vier oder fiinf Grundobjekten wird das
Eintragen der Priamissen unhandlich und das Uberpriifen der Konklusionen schwierig. Die oben erwihnten
mechanischen Verfahren machen die Diagrammtechnik allerdings fiir den Einsatz auf Computern interessant.
Sinnvoll wire es, die Struktur der Diagramme auf den Computer zu iibertragen, die Einarbeitung der
Axiomatik beizubehalten, von der graphischen Darstellung aber zu abstrahieren. Dieser Schritt erlaubt
unter Beibehaltung aller Vorteile den rein quantitativen Anwendungsbereich zu erweitern.

Die Ubertragung auf den Rechner bietet aber auch noch weitere Vorteile. So ergibt sich die Méglichkeit,
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noch weitere Operationen einzufithren, die an den Diagrammen vorgenommen werden kénnen. Genannt

selen hier:

e das Bestimmen der (Venn-)minimal noch fehlenden Pramissen, wenn eine Konklusion nicht folgt

e das mechanische Konstruieren von Beweisen, wie man von den Pramissen zur Konklusion kommt,

wenn diese aus den Pramissen folgt

e die Angabe ecines Uberblickes, was alles aus den Pramissen folgt

Ein Programm, das die Technik der Venn-Diagramme umsetzt, kann nicht konkurrieren mit den schnellsten
heute bekannten Algorithmen zur Behandlung der obigen Probleme, jedenfalls nicht im zweiwertigen Fall.
Die Venn-Diagramme eignen sich jedoch zur Behandlung allgemeiner Boolescher Verbande, die nur in Spe-

zialfillen zweiwertig sind. Das gilt es zu beachten, wenn man Vergleiche anstellen will.

Die Beschéftigung mit dieser vermeintlich veralteten, unzeitgeméfien Reprasentation Boolescher Verbénde
erweist sich auch unter dem Blickwinkel der Computerunterstiitzung als ein interessantes Instrument, die

Vor- und Nachteile der heute iiblichen linearen Darstellung Boolescher Verbénde zu beleuchten.



Kapitel 2

Grundlagen

Die wichtigste Grundlage der Venn-Diagramme ist die Verbandstheorie, insbesondere die Theorie der Boole-
schen Verbinde bzw. Booleschen Algebren. Die Verbandstheorie besteht aus der Theorie der Verbédnde und
der Theorie der Halbordnungsstrukturen, sowie deren Kombination zu einer Gesamttheorie.

Diese allein reicht aber noch nicht aus. Eine logische Uberbauung ist notwendig, da die Verbandstheorie
in einigen Varianten keine Schlufiregeln bereitstellt und um die Negation der Halbordnung zu ermdglichen.
Eine erste Représentation dieser Theorie soll hier in der heute iiblichen linearen Darstellung in einem Glei-

chungskalkiil geschehen.

2.1 Verbandstheorie

Definition 2.1 (Bereich) Ein Bereich enthdlt Objekte, die in irgendeiner Weise definiert sind, welche im
folgenden nicht weiter wichtig i1st. Diese Objekte seien mit a,b,c,... als Variablen bezeichnet und diirfen
sowohl tiberstrichen als auch indiziert sein. Zusdtzlich wird angenommen, daff ein Bereich mindestens ein

Objekt enthdlt.

Die spéiter behandelten Varianten von Verbdnden werden mindestens ein Objekt enthalten, zuvor wird es
die Beweise vereinfachen. Diese Definition ist fiir den augenblicklichen Bedarf etwas zu weit konzipiert, im
weiteren Verlauf werden diese Erweiterungen jedoch benétigt.

Zunichst aber zur Theorie der Verbédnde, die hier nur soweit entwickelt werden soll, wie es zur Behandlung

der Venn-Diagramme nétig ist. Dazu wurden im wesentlichen [1] und [2] verwendet.

2.1.1 Verband

Definition 2.2 (Abgeschlossene Verkniipfung) FEine belicbigstellige Verkniipfung o heifit abgeschlos-

sen tiber dem Bereich A, wenn fiir alle a,b,c, ..., auch o(a,b,c,...) in A ist.

7



8 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN
Definition 2.3 (Algebraische Struktur) Fin Berecich A mit einer oder mehreren abgeschlossenenen Ver-
kniipfungen heifit algebraische Struktur: (A, o0q,04,...). A heifit Trdagerbereich dieser Struktur.

Wenn im folgenden also auf Objekte a,b, ¢, ..., z,y, z bezug genommen wird, so sind immer Objekte aus

dem Bereich gemeint.

Definition 2.4 (Verband) Die algebraische Struktur (L,1,M) heiffit Verband, wenn folgende Bedingungen

fiir alle Variablen a,b,c aus dem Bereich L erfiillt sind:

(Vla) alU(bUe)=(alb)Ue (VIb) an(Ne)=(aNb)Ne
(V2a) alUb=bUa (V2b) aNb=0bMNa
(V3a) aM(alUb)=a (V3b) aU(anb)=a

Bemerkung 2.1 (Substitutionsregel) Ein Objekt aus dem Bereich wird auch Term genannt, ebenso alle
Objekte, die sich durch Verkniipfung mattels T oder U erzeugen lassen. Terme werden maittels des Gleichheits-
zetchens = in Beziehung zueinander gesetzt. Fiir dieses Zeichen gilt unter anderem die Substitutionsregel,
die besagt, dafy Terme, die in der Gleichheitsbeziehung zueinander stehen, wechselseitig in und fiireinan-
der eingesetzt (substituiert) werden dirfen. Die Gleichheit ist eine Aquivalenzrelation, also symmetrisch,

transitiv und auch reflexiv.

Bemerkung 2.2 (Dualititsprinzip) In den Verbandsaziomen treten die Operationen Ll und M gleichbe-
rechtigt auf. Daraus ldfit sich das fundamentale Dualitatsprinzip formulieren. Dazu muf zundchst gekldrt
werden, was ein verbandstheoretischer Ausdruck ist. Fin solcher Ausdruck ist ein sprachliches Gebilde, in
dem neben einigen logischen Teilen und Variablen fiir die Objekte eines Verbandes nur die Symbole U und
M auftreten. Einem solchen Ausdruck X ist eindeutig ein sogenannter dualer Ausdruck D(X) zugeordnet,
der aus X dadurch entsteht, daff in X dberall LI durch T ersetzt wird und umgekehrt. Natiirlich ist dann
D(D(X)) =X.

Ein in jedem Verband giiltiger verbandstheoretischer Ausdruck, insbesondere also auch jedes Azxiom, heifle

ein Satz der Verbandstheorie.

Satz 2.1 (Dualitétsprinzip fiir Verbéinde) Der duale Ausdruck eines Satzes der Verbandstheorie ist

wieder ein Satz der Verbandstheorie.

Beweis: Fiir jedes Axiom ist auch dessen dualer Ausdruck ein Axiom, daher kann fiir jeden aus den Axiomen

erzeugten Ausdruck auch dessen dualer Ausdruck aus den Axiomen erzeugt werden.

Satz 2.2 (Idempotenz) Sei (L,U,MN) ein Verband. Dann gilt fir alle a:
(a) aMa=a

(byalUa=a
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Beweis: (a) Esist aMa (\Z2°) aa. Ersetzen des rechten a auf der rechten Seite der Gleichung nach (V3b)

durch (aU (amb)) ergibt aMa =aM(aU (aMb)). Anwendung von (V3a) ergibt ala = a.

Der Beweis fiir (b) ergibt sich unmittelbar durch Anwendung des Dualitatsprinzips.

m
Satz 2.3 In jedem Verband (L,U, M) gilt fir alle a und b:
alb=bsalNb=a
Beweis: ,=“ Es ist alb (Vor) al(allb) (V32)
y=“Esist alb "2 (anyud 2 pu(ans) ZVeuena 2,
m
Satz 2.4 In jedem Verband (L,U, M) gilt fiir alle a, b, c:
(a) a=b=aNc=0bMNc
(bya=b=ale=bUc
. . (Bem. 2.1) . .
Beweis: (a) Esistale ="""aMe. Mita="bgilt dann: aMec="bMec.
(b) Der Beweis verlauft analog.
m

Definition 2.5 (Null/Eins—Objekt) Es gelte:
FEin Objekt y des Verbandes (L,U,M) mit yUxz =z und yMz =y fir alle x heifft Nullobjekt.
Ein Objekt y des Verbandes (L,U,M) mit y Mz =z und yU z =y fiir alle z heift Finsobjekt.

Satz 2.5 In jedem Verband gibt es hichstens ein Nullobjekt und héchstens ein Einsobjekt.

Beweis: Sind z und y zwei Nullobjekte, so gilt zMy = 2 ( da 2 Nullobjekt ) und yMz = y ( da y Nullobjekt ),

(Def 2.5) y (V2b) Def 2.5)

also ist z ="yNz ( y. Der Beweis fiir das Einsobjekt verlduft analog mit den dualen

Ausdriicken.

Bemerkung 2.3 Da es nur hichstens ein Null- und héchstens ein Einsobjekt in einem Verband geben kann,
seinen diese (falls vorhanden) mit 0 bzw. 1 bezeichnet. Die Bedingungen fiir Nullobjekt und Einsobjekt sind
dual zueinander definiert. Daher ist (falls beide vorhanden) die 0 das Dual der 1 und umgekehrt. Fiir einen

solchen Verband wird die Dualisierungsregel dementsprechend erweitert.
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2.1.2 Halbordnungsstruktur

In der Verbandstheorie spielen neben den Verbédnden die Halbordnungsstrukturen eine grofie Rolle.

Definition 2.6 (Halbordnungsstruktur) Gegeben sei ein Bereich H und eine Beziehung R mit x C y
genau dann, wenn die Beziehung R zwischen x und y besteht. (,x kleiner-gleich y*).

R heifit Halbordnung auf H genau dann, wenn gilt:

(H1) Vy:zCz
(H2) Vey:2CyAyCz=z=y
(H3) Vey.:2Cy AyCz=>zLCz

(H,C) heifit Halbordnungsstruktur mit H als Trdgerbereich. Es handelt sich lediglich um eine Halbordnung,

daVey:xCy V yLC x nicht garantiert ist.

Bemerkung 2.4 In Halbordnungsstrukturen gilt wie in den Verbdnden ein Dualitdtsprinzip. Aus einem
gtiltigen ordnungstheoretischen Ausdruck X erhdlt man den dualen Ausdruck D(X), indem man dberall

a C b durch b C a ersetzt, wober a und b beliebige Terme sind.

Satz 2.6 (Dualitétsprinzip fiir Halbordnungsstrukturen) Der duale Ausdruck eines Satzes der Theo-

rie der Halbordnungsstrukturen ist ebenfalls ein Satz dieser Theorie.

Beweis: Jedes Axiom ist selbstdual (bis auf Umbenennung der Variablen), daher kann man zu jedem aus den
Axiomen hergeleiteten Satz der Theorie der Halbordnungsstrukturen der duale Ausdruck ebenfalls abgeleitet

werden.

Definition 2.7 (Minimale/Maximale Objekte) Sei (H,C) eine Halbordnungsstruktur.

Ein Objekt u heifit genau dann minimal, wenn es kleiner—gleich allen mit thm vergleichbaren ist, also wenn
fiir alle x aus H aus der Gleichung x C u die Gleichnung x = u folgt.

Ein Objekt v heifit genau dann maximal, wenn jedes mit thm vergleichbare Objekt kleiner—gleich v ist, also

wenn fir alle x aus H aus der Gleichnung v C x die Gleichnung x = v folgt.

Definition 2.8 (Kleinstes/grofites Objekt) Sei (H,C) eine Halbordungsstruktur.
Ein Objekt y heifit genau dann kleinstes Objekt von (H,C), wenn fir alle x gilt: y C z.
FEin Objekt y heifit genau dann gréfites Objekt von (H,C), wenn fir alle z gilt: x C y.

Satz 2.7 FEs gibt in einer Halbordnungsstruktur héchstens ein kleinstes Objekt und héchstens ein grofites
Objekt.
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Beweis: Seien y und z kleinste Objekte. Dann gilt y C z fiir alle z, insbesondere gilt also auch y C z. Mit
der gleichen Argumentation gilt z C y, nach (H2) also y = z. Der Beweis fiir groite Objekte verlduft analog

mit den dualen Ausdriicken.

Bemerkung 2.5 FEin kleinstes Objekt wird (falls vorhanden) mit Oc bezeichnet. Ein gréftes Objekt, wird
(falls vorhanden) mit 1 bezeichnet. Gréfites und kleinstes Objekt sind dual zueinander definiert, daher ist
(falls beide vorhanden sind) Oc das Dual von 1g und umgekehrt. Die Dualisierungsregel fir Ordnungstruk-

turen ist dementsprechend zu erweitern, falls die betrachtete Struktur gréofite und kleinste Objekte enthdlt.

Definition 2.9 (obere/untere Schranke) Sei (H,C) eine Halbordnungsstruktur, T C H.
Ein x heifit obere Schranke von T genau dann, wenn fiir jedes Objekt y aus T qilt: y C x.
Ein x heifit untere Schranke von T genau dann, wenn fiir jedes Objekt y aus T' qilt: x C y.

Definition 2.10 (Supremum/Infimum) Sei (H,C) eine Halbordnungsstruktur, T C H.

Ein z heifft Supremum von T' genau dann, wenn z die kleinste obere Schranke von T ist, d.h. wenn fir alle
oberen Schranken y von T gilt: x C y. Abgekiirzt schreibt man sup(T).

Ein x heifit Infimum von T genau dann, wenn x die grofite untere Schranke von T ist, d.h. wenn fiir alle

unteren Schranken y von T gilt: y C x. Abgekiirzt schreibt man inf(T).
Satz 2.8 Sei T 'C H. Dann gibt es hichstens ein Supremum (Infimum) von T.

Beweis: Seien e und ¢’ zwei Suprema (Infima) von 7. Dann sind beide insbesondere auch obere (untere)

Schranken von T'(Def 2.10). Dann gilt e C ¢’ und ¢’ C e, d.h. nach (H2): e = ¢’.

Bemerkung 2.6 Wir wollen uns im folgenden auf Halbordnungsstrukturen beschrinken, in denen Suprema
und Infima von Objekten eines Bereiches immer existieren und mit zu dem Bereich gehéren. sup(T) und
inf(T) sind zueinander dual definiert. Die Dualisierungsregel fiir Halbordnungsstrukturen ist dementspre-

chend zu erweitern.

Satz 2.9 FEs qilt:

(a) inf(a,a) =a
(b) sup(a,a) =a

Beweis: (a) Nach Definition 2.9 ist inf(a,a) C a. Andererseits gilt aber @ C a, d.h. a ist untere Schranke
von a.
Da inf(a, a) nach Definition 2.10 die grofite untere Schranke von a und a ist, gilt @ C inf(a, a). Nach (H2)

gilt damit inf(a,a) = a.
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(b) Der Beweis ist dual zu dem von (a).

Die Beweise lassen sich einfach auf mehr als zwei Komponenten erweitern.

Satz 2.10 Es gult:
(a) 2 Cinf(T) @z Cy firaley aus T.
(b) sup(TYC 2 & y C z fiir alle y aus T.

Beweis: (a) ,,=“ Nach Definition 2.9 ist das Infimum eine untere Schranke, daf§ heifit es gilt inf(7) C y
fiir alle y aus 7. Nach Voraussetzung gilt  C inf(T), daher gilt nach Axiom (H3): 2 C y fiir alle y aus 7.
»<=“ Umgekehrt folgt aus = C y fiir alle y aus T', dafl z untere Schranke von T ist, nach Definition 2.10 gilt
dann aber z C inf(T).

(b) Der Beweis ist dual zu (a).

Satz 2.11 FEs qilt:
(a) a Cb=inf(a,b) =a
(b) a C b= sup(a,b)="5

Beweis: (a) Nach Voraussetzung ist @ C b. Aulerdem gilt @ C a (H1), daher gilt nach Satz 2.10 a C inf(a,b).
Nach Definition 2.9 gilt auch inf(a,b) C a, daher gilt nach (H2) inf(a,b) = a.
(b) Der Beweis ist dual zu (a).

n
Satz 2.12 FEs gilt: aC b,inf(a,b) C0 = aC 0.
Beweis: Nach Satz 2.11 folgt aus a C b: inf(a,b) = a, damit auch (Beweis von Satz 2.11)
a Cinf(a,b). Dainf(a,b) C 0 folgt daher nach (H3) a C 0.

n

2.1.3 Verband und Halbordnungsstruktur

Nun werden Verband- und Halbordnungsstruktur zueinander in Beziehung gesetzt.

Satz 2.13 Sei (L,U,MN) ein Verband. Dann wird durch a C b :< aTb = a auf L eine Halbordnungsstruktur
(L,C) definiert.
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Beweis: (1) Aus Satz 2.2 (aMa = a) folgt nach der Definition aus Satz 2.13: ¢ C a.
(2) Aus z C y und y C z folgt zunéchst nach obiger Definition z My = 2z und y Mz = y, daher gilt:

(V;r.) 2Ny (V:2b) (V;r.)

r ylhzx

(3) Aus z C y und y C z folgt zunéchst nach Definition z My = z und y Mz = y. Dann ist durch Einsetzen

2z ) (zNy)Nz (22 (yM=z) ) e m Y (Vor) z,also z C z.

Satz 2.14 Seien (L,U,MN) ein Verband und (L,C) eine wie vor definierte Halbordnungsstruktur. Dann gilt
fiir alle a und b:

(a) aUb = sup(a,b)

(b) aMb=1inf(a,b)

Falls Verband wie Halbordnungsstruktur tiber 0/1 bzw. Og /1 verfigen, gilt:

(c) 0=0c

(d) 1=1¢

Beweis: (a) Nach (V3a) gilt aM (a Ub) = a und bM (a U b) = b, was nach obiger Definition mit a C a Ll b
sowie b C a Ll b gleichbedeutend ist; somit ist @ LI b obere Schranke von a und b.
a U b ist aber auch die kleinste obere Schranke. Ist ndmlich ¢ C ¢ und b C ¢, so ist a ¢ = a und

bMe = b, sowie nach Satz 2.3 allc = ¢ und b U ¢ = c. Daher ist ¢ U (a LU b) (V12) (aUe) b (Vor)

elb (Vor)

¢ und daher (Satz 2.3) ist wiederum nach obiger Definition ¢ M (a LI b) = a LI b, was gleichwertig
mit a b C ¢ ist.

(b) Der Beweis ist dual zu (a).

(c) Nach Definition 2.5 gilt im Verband fiir das Nullobjekt 0 fiir alle z: 0 Mz = 0. Nach Satz 2.13 gilt daher
0 C z fiir alle z, daher ist die 0 ein kleinstes Objekt im Sinne von Definition 2.8. Daher gilt: 0 = O¢

(d) Der Beweis ist dual zu (c).

L]

Sei nun umgekehrt eine Halbordnungsstruktur (7, C) vorgegeben. Es sollen nun zwei abgeschlossene Ver-

kniipfungen U und M definiert werden, so daf (L, L, M) einen Verband darstellt.

Satz 2.15 Sei (L,C) eine Halbordnungsstruktur. Mit a Ub := sup(a,b) und a b = inf(a,b) ist (L,1,N)

ewne Verbandsstruktur, und es gilt aC b= alb=a.

Beweis: (1) Nach Definition 2.10 sind Suprema bzw. Infima bereits kommutativ definiert, nach Ubersetzung
sind daher (V2a) und (V2b) bewiesen.

(2) Es ist nach Definition 2.10 inf(a,inf(z,y)) C a und inf(a,inf(z,y)) C inf(z,y). Weiterhin ist
nach Definition 2.10 inf(z,y) C « und inf(z,y) C y. Daher gilt nach (H3) inf(a,inf(z,y)) C « und

inf(a,inf(z,y)) C y. Daraus folgt nach Definition 2.10, dal inf(a,inf(z,y)) C inf(a, z) und inf(a,inf(z,y)) C
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inf(a,y) gilt. Das ergibt wiederum nach Definition 2.10, daf inf(a,inf(z,y)) C inf(inf(a,z),inf(a,y))
gilt.
Umgekehrt gilt nach Def. 2.10 inf(inf(a, z),inf(a,y)) Cinf(a,z) und inf(inf(a,z),inf(a,y)) C inf(a,y).
Ebenso ist nach Def. 2.10 inf(a, z) C a; inf(a,z) C z; inf(a,y) C a und inf(a,y) C y.
Daher gilt inf(inf(a, z),inf(a,y)) C a; inf(inf(a,z),inf(a,y)) C z; inf(inf(a,z),inf(a,y)) C y nach
(H3). Daher ist nach Definition 2.10 inf(inf(a, z), inf(a,y)) C inf(z,y) und damit ist nach Definition 2.10
auch inf(inf(a, z),inf(a,y)) Cinf(a,inf(z,y)).
Daher ist inf(inf(a, z),inf(a,y)) = inf(a,inf(z,y)) nach (H2).
Das kann man ebenso fiir inf(in f(a, z), y) durchfithren, woraus sich ergibt: inf(a, inf(z,y)) = inf(inf(a, z),y).
Das bedeutet, daB nach Ubersetzung a M (bM¢) = (aMb) Me gilt, womit (V1b) bewiesen ist. Der Beweis von
(V1a) verlauft dual.
(3) Es gilt nach Definition 2.10 @ C sup(a, b), daher gilt nach Satz 2.11 inf(a, sup(a, b)) = a. Ebenso gilt nach
Definition 2.10 inf(a,b) C a, daher gilt nach Satz 2.11 sup(inf(a,b),a) = a. Damit sind nach Ubersetzung
(V3a) und (V3b) bewiesen.
(4) Es sei a C b. Nach Satz 2.11 gilt inf(a,b) = a. Nach Ubersetzung gemaB Satz 2.14 gilt dann a M b = a.
Fiir Null- und Einsobjekt gilt die Argumentation wie im Beweis von Satz 2.14.

]
Damit ist eine eindeutige Beziehung zwischen den Verbdnden und den hier betrachteten Halbordnungsstruk-
turen hergestellt. Es ist iiblich, Verbdnde mit den Halbordnungsstrukturen zu identifizieren, bei denen zu
zwel Objekten aus dem Tragerbereich der Halbordnungsstruktur auch deren Supremum und Infimum zu
dem Tragerbereich gehort. Alle Satze, die fiir M und U bewiesen wurden, gelten daher auch fiir ¢nf und sup
und umgekehrt. Die Dualisierungsprinzipien beider Strukturen kdnnen ebenfalls ineinander iiberfiithrt bzw.

ergdnzt werden.

Satz 2.16 FEs qilt fir allex,y:z=yoxzCy A yCx

(Satz_2.2)

(Vor.)

Beweis: z C y A yC z = z = y ist Axiom (H2). Es ist z zMz =" zMy. Dann gilt nach Satz
r

(Satz 2.2) yMy (Vor) yMz. Dann gilt nach Satz 2.13 y C .

2.13 z C y. Umgekehrt ist y
2.1.4 Boolesche Verbande

Die Booleschen Verbénde sind das eigentliche Ziel dieses Kapitels, zunéchst erfolgen aber noch einige weitere

einleitende Definitionen, Sétze und Beweise.

Definition 2.11 (Distributiver Verband) Fin Verband (L,U, M) heifit genau dann distributiv, wenn fir

alle x,y, z qilt:
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(Vda) zMN(yUz)=(zNy)U(zNz) (V4b) zU((yMz)=(zUy)N(zUz)

Man gibt zwer Distributivgesetze an, um die Gleichwertigkeit von M und U und damat die Dualitit zu erhalten.

Satz 2.17 (Kirzungsregel) Ist (L,U,MN) ein distributiver Verband, dann gilt fir alle z,y, z:
rUy=zlUz, xMNy=2MNz2z => y==z.
(V_4b) V2a (Vor.)

Beweis:Esist:y(Véb)yl_l(;bl_ly) (Vg')yl_l(ml_lz) = (yI_I:L‘)I_I(yI_Iz)(:)(:tzl_ly)l_l(yl_lz) =

(xUz) N (yUz) 20 (z My) RERT (xM2) (2%,

Definition 2.12 (Komplementérer Verband) FEin Verband (L,U, M) mit Nullobjekt 0 und Einsobjekt 1
heifit genau dann komplementdr, wenn es zu jedem a mindestens ein x mit allez =1 und aNz =0 gibt. z

heifit ein Komplement von a.
Satz 2.18 In einem distributiven Verband gibt es zu jedem Objekt hichstens ein Komplement.

Beweis: Sind z und y Komplemente von a, so gilt geméafl Definition 2.12: a2z = 1 = a Uy, sowie
aMr=0=ally.

Dann ist (V3b) zU(aMz) (Vor) zU(aMy) (V20) (zUa)M(zUy) (Vor £V2a) (eUy)M(zUy) (V2b) (aMz)Uy =

V3b
(aﬂy)l—ly(z)y

Satz 2.19 (Doppelte Negation) In einem distributiven Verband ist das Komplement des Komplementes
ewnes Objektes wieder das Objekt.

Beweis: Sei z das Komplement von y. Dann gilt nach Definition 2.12: y M2z = 0 und y U2 = 1. Sei ebenso
z das Komplement von z. Dann gilt gemaf Definition 2.12: z Mz = 0 und 2 U z = 1. Insbesondere gilt also

(V2b) (s.0.) (s.:o.) (V2a) (s.0.) (s;.)

auch z My ="yNz =70 zMNzund 22Uy ="yUz ="1 z Ll z. Da der Verband distributiv

ist, darf Satz 2.17 angewendet werden, so dafl sich y = z ergibt.

Definition 2.13 (Boolescher Verband) Fin Verband mit 0 und 1, der sowohl komplementdr als auch
distributiv ist, heifit Boolescher Verband oder auch Boolesche Algebra.

Bemerkung 2.7 (Boolescher Verband) Fiir einen Booleschen Verband gelten also insgesamt die folgen-

den Aziome:

Abgeschlossenheit beziiglich der Operationen M und L.
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(Vla) aU(bUe) =(alb)Ue (VIb) an(bNe)=(aNb)Ne
(V2a) alUb=bUa (V2b) aNb=0bMNa

(V3a) aM(alb)=a (V3b) alU(anb)=a

(Vda) zMN(yUz)=(zNy)U(zNz) (V4b) zU((yMNz)=(zUy)N(zUz)

Es gibt emn kleinstes Objekt 0 und es qult fir alle a: a0 = a und a0 = 0.
Es gibt emn grofites Objekt 1 und es gilt fir alle a: aM1 =a und al 1= 1.

Fiir jedes Objekt a gibt es ein eindeutiges Komplement, das mit @ bezeichnet wird.

Esqiltalla=1undalNa=0.

Bemerkung 2.8 Die Aziome des Booleschen Verbandes sind nicht unabhdngig, (V1a), (V1b), (V3a) und
(V3b) sind z.B. aus den anderen Arziomen herleitbar, die eindeutige Negation ergibt sich aus (V4a) und
(V4b).

Zur besseren Unterscheidung wird der Boolesche Gleichungskalkil mit dem Kirzel BV= bezeichnet.

Mt dem Wort Variable wird emn beliebiges unbestimmtes Objekt aus dem Trdgerbereich bezeichnet. Findeutig

bestimmte Objekte, wie z.B. 0 und 1 werden als Konstanten bezeichnet.

Ausdriicke wie 2.B. a = b in Booleschen Verbinden oder a C b in Halbordnungsstrukturen werden auch

Formeln genannt.

Bisher wurde nur bewiesen, daf} die Axiomensysteme V1-V3 (der Gleichungskalkiil) und H1-H3 (der Hal-
bordnungskalkiil) dquivalent sind. Was ist mit BV= ? Zumindest weiffl man, dal man (nach Satz 2.15) in

Halbordnungsstrukturen M und U statt inf bzw. sup verwenden kann.

Satz 2.20 In (L,C) gilt:
(a) zU(yNz)C (zUy)N(zU2)
(b) (2My) U2 Can(yus)

Beweis: (a) Es ist # C 2 Uy und z C z U z. Daher ist nach Definition 2.10 2 C (2 Uy) M (z U z). Es ist
yMzLC yund y C zUy. Daher gilt (H3) yMz C 2 Uy. AuBerdem ist y Mz C z und z C z U z, daher nach
(H3) y Mz C « U z. Daher gilt nach Definition 2.10 z U (y M2) C (z U y) N (2 U z).

(b) Der Beweis ist dual zu (a).

Es fehlen die anderen Richtungen der Distributivgesetze. Diese fligen wir als Axiome H4 hinzu:

(H4) Voy.:(zUy)MN(zUz) Tzl (yNz)
Voyz:xM(yUz)C (zMNy)U (zMz)
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(H5) sei die Definition der grofiten/kleinsten Objekte gemafi Definition 2.8. (H6) sei die Definition des
Komplements gemafl Definition 2.12 lediglich nun mit Hilfe von Satz 2.14 auf die Halbordnungsstruktur

bezogen.
Aus Satz 2.20 und (H4) folgt mittels (H2) sofort (V4). Umgekehrt folgt aus (V4) mittels Satz 2.16 sofort
(H4). Dieser Boolesche Halbordnungskalkiil ( H1 - H6 ) wird mit BVE bezeichnet.

Satz 2.21 Se: (L,U,M) ein Boolescher Verband. Dann gilt: 1 =0 und 0 = 1.

Beweis: Fiir das Komplement T von 1 muf3 gelten: 1M T=0und 1UT = 1. T = 0 erfiillt diese Bedingungen,
denn esist 1M0 =0und 1U0 = 1. Fiir das Komplement 0 von 0 muf} gelten: 0M0=0und 0U0=1.0=1
erfiillt diese Bedingungen, denn es ist 01 =0und O 1 = 1.

]
Satz 2.22 Fs qilt:
(a)z2CyezNy=0
(b)zCye1=ZUy
Beweis: (a) ,=“ Es gilt « T y. Dann gilt nach Satz 2.13 ¢ = 2z My Dann ist z Ny (Vor)
(;13 M y) ny (Vzlb) 2 (y ﬂy) (Bem:. 2.7) 200 (Def.:2.5) 0.
»<=“Esist zMy = 0. Dann gilt: y (Def_2.5) OUy (Vor) (zMy)Uy (V2b) (zMy)U(yNy) (Ber. 2.7) (zUy)M1 (Def._2.5)

z Ll y. Dann gilt nach Satz 2.3 x = 2 My und daraus folgt nach Satz 2.13 z C y.
(b) ,=“ Es gilt # C y. Dann gilt nach Satz 2.13 £ = 2 My und nach Satz 2.3 gilt dann y = 2 Ll y. Dann ist

Uy "L zu(euy) BV @ue)uy BT 1uy P
,=“Esist 1 = zUy Damngilt: 2 =" 112 ) @uyne B @Enau@Eny O
OU(zNy) (Det. 2.5) zMy. Nach Satz 2.13 gilt dann: z C y.

m
Satz 2.23 (De Morgan) Sei (L,U, M) ein Boolescher Verband. Dann gilt fiir alle z,y:
(a) (xNy) =7UY
(b) (zUy) =7N7Y
Beweis: (a) Es ist (zMy) N (@FU7) = (zNy) N U((Ny) Ny "= (yNz) Nz u(zny) ng) =
(yn(znz))U(zn(yMy)) (Bera. 2.7) (ymo)yu (zmo) (Def_2.5) ouo (Satz 2.2) 0. Daraus folgt nach Satz 2.22:
UYL (zMNy).
Umgekehrt ist (zMy) U (FUP) "= (2L EFUT)NEUELT) = (@UEFUT)NEUEUT) =
(zuz)Uy)N((yUy)UT) (Bern. 2.7) (Tuy) (1 (Def._25) 11 (Satz 2.2) 1. Daraus folgt nach Satz 2.22:

z) !
(zxMy) C TUY. Nach (H2) folgt daher: (zMy) =ZU7.
(b) Der Beweis verlauft dual.
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Satz 2.24 Sei (L,U,MN) ein Boolescher Verband. Dann gilt fir adlle z,y: 2 Cy & yLC T

Beweis: ,=“ Esist z C y. Dann gilt nach Satz 2.22: z My = 0. (V2b) liefert Mz = 0. Daraus folgt wieder
mit Satz 2.22: yC 7.

»<*“ Es ist y C Z. Dann gilt nach Satz 2.22: Mz = 0. Dann ist nach (V2b): ZMy = 0. Geméaf Satz 2.19
gilt dann: 2 My = 0. Dann gilt nach Satz 2.22: z C y.

n
Satz 2.25 Sei (L,U,MN) ein Boolescher Verband. Dann gilt fir alle a,b:
(a) a = (aMb)U (amb)
(b) a= (aUb)M (allb)
Beweis: (a) Esist: (aMb) LI (arb) 2 o m (bLIb) (Bern. 27)  yq (PL>9)
(b) Der Beweis ist dual.
n

Satz 2.26 (Transportationsregel von Peirce) Sei (L,U,M) ein Boolescher Verband. Dann gilt fir alle
a,b,c:

(a) aCbUcealbCe

(b)anbCecealblUec

Beweis: (a) ,<=“ Es gilt nach Voraussetzung a Mb C c. Nach Definition 2.10 gilt ¢ T b U c. Mit (H3) folgt
daher a Mb C bU c. Andererseits gilt nach Definition 2.10 @M b C b und auch b C b c. Daraus folgt nach
(H3) aMb C bUec. Nach Definition 2.10 folgt aus aMb C bl cund aMbC blc, daB (aMb) U (aMb) T bUec.
Dann gilt nach Satz 2.25: a C bUc.

»= Bs gilt nach Voraussetzung a C blc. Nach Definition 2.10 gilt aMb C a. Mit (H3) folgt daher aMb C bUec.
Andererseits gilt nach Definition 2.10 @b C b und auch b C b U c. Daraus folgt nach (H3) abC b U c.
Nach Definition 2.10 folgt aus aMb C bUcund aMb C ble, daBalb C (bLic) M (bLic) gilt. Dann gilt nach
Satz 2.25: alb C c.

(b) ,<*“ Den Beweis erhilt man, indem man im Beweis (a) ,=“ jedes Auftreten von b durch b ersetzt und
umgekehrt.

»,=“ Den Beweis erhilt man, indem man im Beweis (a) ,,<“ jedes Auftreten von b durch b ersetzt und

umgekehrt.

Definition 2.14 (Literal) Ein Literal ist die Variable fiir ein Objekt oder dessen Komplement aus dem

Trdgerbereich eines Booleschen Verbandes.
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Definition 2.15 (Boolesche Funktion) Eine Boolesche Funktion ist ein beliebiger Ausdruck, der aus
endlich vielen Symbolen besteht, der die Verkniipfung von Konstanten und Variablen durch die Operatio-
nen U, M und = beschreibt. Dabei werden gqf. Klammern zur Erzielung der Eindeutigkeit der Ausdriicke

eingesetzt.

Bemerkung 2.9 Alle weiteren Ergebnisse dieses Abschnittes beziehen sich auf Boolesche Verbdnde mat

endlichem Trdgerbereich, also auf endliche Boolesche Verbdnde.

Definition 2.16 (Minterm) Sein > 0 die Zahl der im Trdgerbereich eines Booleschen Verbandes vorkom-
menden verschiedenen Literale. Ein Minterm ist die Verkniipfung aller n Literale durch die M-Operation,

wobet kein Literal doppelt vorkommt.
Satz 2.27 Mit n > 0 Variablen kann man 2" verschiedene Minterme erzeugen.

Beweis: (Vollstindige Induktion) Sei n = 1. Dann gibt es nur eine Variable, sie heifle a; und zwei

Minterme, ndmlich a; und @;. Die Behauptung gilt also fiir n = 1.

Angenommen die Behauptung gelte fiir n Variablen, es gebe also S, = 2”7 Minterme. Jeder dieser Minterme

hat die Form
my =z MNas ... Mz, wobet z; = a; oder a;
Fiigt man eine weitere Variable a,41 hinzu, so sehen die Minterme wie folgt aus:
m:-“H =z MNaa M. .Nay Mxyyr, wobet z; = a; oder @;

Dann gilt:

mit = (zyMaa M. M) Ma,g

Der geklammerte Ausdruck ist einer der 2” Minterme m7, also gilt:
mt = ml Na,q

d.h., jeder Minterm fiir n Variablen spaltet sich in zwei Minterme fiir n + 1 Variablen auf, ndmlich in:
m Mapyr und mf M Ty
Insgesamt gibt es also
Spy1=2-5,=2.2" =2+

Minterme fiir n 4+ 1 Variablen.
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Definition 2.17 (kanonische Disjunktive Normalform) FEine Boolesche Funktion ist in kanonischer
disjuktiver Normalform, wenn sie eine U-Verkniipfung (Disjunktion) von Mintermen der Funktion ist, wobei
kein Minterm doppelt auftaucht.

Die konstanten Funktionen 0 und 1 sind ebenfalls in kanonischer disjunktiver Normalform fir alle n > 0.

Satz 2.28 Die kanonische disjunktive Normalform, die ber n Variablen alle 27 Minterme enthdlt, entspricht

der 1.

Beweis: Von den 2" Mintermen enthalten 27~! das Literal a; und 2”~! das Literal @;, wie bereits im
Beweis von Satz 2.27 zu erkennen war. Aus den 27! Mintermen, die das Literal a; enthalten, wird a; durch
mehrfache Anwendung von (V4a) ,,ausgeklammert“. Ebenso wird mit dem Literal @; verfahren. Die beiden
Jjeweils verbleibenden Terme sind geméafl Beweis von Satz 2.27 identisch, wodurch sich die Disjunktion aller
Minterme in der Form (a3 Mq) U (a1 Mq) (Satz2.25) q schreiben 14f3t, wobei ¢ der identische Restterm ist.

Wendet man nun auf ¢ die gleiche Technik nocheinmal an, klammert jedoch a5 aus, so kann man ¢ schreiben

Satz2.25

als (a2 Mr)U (@2 Mr) r, wobel r der verbleibende Restterm ist.

. o1 . Def. 2.
Anwendung dieser Technik bis zur Ausklammerung von a,_; ergibt als Restterm a, U@, (De = 12) 1.

Satz 2.29 Jede Boolesche Funktion ldfit sich in die kanonische disjunktive Normalform umformen.

Beweis: Dieser Beweis wird durch die Angabe eines Konstruktionsverfahrens gefithrt. Das Verfahren funk-
tioniert wie folgt:

Sei f eine beliebige Boolesche Funktion von n Variablen, einschliefflich der Konstanten 0 und 1. Wenn f Aus-
driicke der Form (aTb) oder W enthélt, so ergibt die Anwendung von Satz 2.23
@Mb bzw. @U b. Das wiederholt man solange, bis jede Komplement-Uberstreichung nur noch iiber einer
einzigen Variablen/Konstanten steht. Gemafl Satz 2.19 werden doppelte Negationen aufgelost. Durch An-
wendung von (V4a) und (V4b) erhilt man Glieder, deren Literale nur durch M verbunden sind, und diese
Glieder sind wiederum nur durch U verkniipft. Enthélt eines dieser Glieder eine 0, so ist gem&fl Definition
2.5 das ganze Glied gleich 0 und kann daher gemafl Definition 2.5 ersatzlos entfallen, falls noch ein anderes
Glied vorhanden ist. Ist das einzige verbleibende Glied eine 0, so ist das Verfahren beendet. Enthélt eines
dieser Glieder eine 1, so entféllt gem&fl Definition 2.5 die 1, falls noch ein anderes Literal in dem Glied
vorkommt. Ist eines der Glieder gleich 1, so ist gemaf Definition 2.5 die gesamte Disjunktion gleich 1 und
das Verfahren damit beendet. Angenommen ein Glied g der Disjunktion enthélt weder die Variable a; noch
deren Komplement @;. Dann ist g (8arz2.25) (a;iMg)U(a;Mg). Wiederholt man diesen Schritt fiir jede fehlende
Variable in jedem Glied der Disjunktion, so erhilt man schliefilich eine Disjunktion von Mintermen. Satz 2.2

erlaubt es, doppelt vorkommende Glieder wegzulassen. Dann ist die entstandene Disjunktion von Mintermen

eine kanonische disjunktive Normalform.
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Da im beschriebenen Konstruktionsverfahren nur substituiert wird, also nur Gleichungen verwendet werden,
ist das Verfahren auch umkehrbar, d.h. Boolesche Funktionen in kanonischer DNF teilen die Menge der

Booleschen Funktionen in Klassen dquivalenter Funktionen ein.

Satz 2.30 Bei n Variablen lassen sich genau 2(2") verschiedene disjunktive Normalformen bilden.

Beweis: Bei n Variablen kann jeder der 2" Minterme in einer kanonischen disjunktiven Normalform vor-
kommen oder nicht, kann etwas zu der Disjunktion beitragen oder nicht. Entsprechend der bekannten kom-

binatorischen Grundregel zur Variation mit Wiederholung ergibt sich daher:

Ein andere Beweismoglichkeit beruht auf dem , Auswéhlen ohne Zuriicklegen und ohne Beriicksichtigung
der Reihenfolge®“. Das entspricht der Art und Weise des Auswéhlens der Minterme, denn erstens wird jeder
Minterm nur einmal verwendet und zweitens ist die Reihenfolge beliebig, da die Disjunktion kommutativ
ist. Fiir diesen Fall ist die Anzahl der Auswahlmdoglichkeiten von k& Objekten aus einer Menge von [ gleich
(li) Fiir den Fall der Minterme, die die kanonischen disjunktiven Normalformen bilden sollen, mufl man
die Auswahlen aller £ = 0...2" aus [ = 2" Mintermen betrachten. Dann ist die Anzahl der verschiedenen
kanonischen disjunktiven Normalformen gleich

(7)==

=0

ein bekanntes Ergebnis der Kombinatorik. Dabei entspricht das Auftauchen keines Mintermes der konstanten

Funktion 0 und das Auftauchen aller Minterme geméafl Satz 2.28 der konstanten Funktion 1.

Satz 2.31 FEs gibt bei n Variablen genau 22") Aquivalenzklassen verschiedener Boolescher Funktionen.

Beweis: Da jede Boolesche Funktion mit n Variablen in eine Boolesche Funktion in kanonisch disjunktiver
Normalform mit n Variablen umgeformt werden kann (Satz 2.29) und es fiir n Variablen genau 2(2") ver-
schiedene kanonische disjunktive Normalformen gibt, heifit das, daB es genau 2(2”) verschiedene Boolesche

Funktionen fiir n Variablen gibt.

2.2 Bemerkungen zum Hintergrundkalkiil

Ganz unwillkiirlich sind in den vorherigen Abschnitten Schliisse gezogen worden, Ausdriicke fiir andere ein-

gesetzt, und anderes, iiber das man eigentlich reflektieren miifite. Im Hintergrund steht offenbar ein weiterer
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Kalkiil, in den die Verbandstheorie eingebettet ist. Dieser Kalkiil wird aber teilweise nur in umgangssprach-
licher Form benutzt.

Da gibt es Zeichen, wie z.B. &, =, <, ¢, A, V, aber auch Formulierungen wie z.B. ;Wenn ...dann ...“,
»---genau dann, wenn ... %  und“, ,fir alle“, ,es gibt“ usw.

Und da gibt es offenbar einige Regeln, nach denen geschlossen wird. Im allgemeinen nennt man soetwas ,,Loo-
gik“. In spéteren Kapiteln werden wir sehen, dafy die Grundlage der bedeutenden Logiken ebenfalls Boolesche
Verbénde sind. D.h., wenn man es genau nimmt, dann haben wir Satze der Verbande/Booleschen Verbande
mit Hilfe von Satzen der Booleschen Verbiande bewiesen. Die Konsequenzen dieser Tatsache tiberschreiten
jedenfalls die Vorgaben dieser Arbeit, und werden demzufolge nicht weiter behandelt, man sollte sich ihrer
aber bewufit sein.

In einem Beweis ist vollstdndige Induktion verwendet worden, in einem anderen wurde ein Ergebnis der
Kombinatorik verwendet. Insgesamt scheint dieser logische Hintergrundkalkiil sehr stark zu sein, stiarker
jedenfalls als die Verbandstheorie.

Eines ist auffallig: Der Boolesche Gleichungskalkiil ( Axiome V1 - V4 + Zusétze ) verfiigt tiber keine expli-
zit aufgeschriebenen Grundregeln, nur iiber Grundformeln. Ununterbrochen wird allerdings zumindest eine
Regel angewendet, ndmlich die Einsetzungs- oder auch Substitutionsregel. Die iiber den Gleichheitszeichen
gesetzten Anmerkungen in den vorherigen Abschnitten bedeuten daher auch nur, dafi die jeweilige Formel
bei der Anwendung der Einsetzungsregel verwendet wurde. Diese Regel erlaubt es, beide Seiten einer Glei-
chung wechselseitig und fiireinander in andere Gleichungen einzusetzen. Die Einsetzungsregel 148t sich so

formulieren:

Sei G eine Formel in der der Term A vorkommt. Weifi man aulerdem noch A = B, oder B = A (Bem. 2.1),
so darf man auch die Gleichung G’ schreiben, in der (mindestens) ein Vorkommen von A durch B ersetzt

worden ist.

Im Booleschen Gleichungskalkiil BV= ist diese Regel in ihrer allgemeinen Form nicht zu formulieren, sie ist
im Hintergrundkalkiil eingebettet. Sie hitte aber fiir den im letzten Abschnitt vorgenommenen Vergleich
von Gleichungskalkiil und Halbordnungskalkiil im Halbordnungskalkiil bewiesen werden miissen, wenn man
annimmt, daf8 sie nicht auch im Hintergrund von BVE zur Verfiigung steht. Das kénnte man annehmen,
denn sie wurde fiir die bisherigen Beweise im Kalkiil BVE nicht benutzt.

Tatséchlich wird die Substitutionsregel aber meistens zum axiomatischen Hintergrund jedes dieser Kalkiile
gehorig betrachtet, obwohl ein Beweis der Regel fiir den Halbordnungskalkiil (zuzgl. einiger formaler Erwei-

terungen, sowie vollstdndiger Induktion) moglich ist. Dieser Beweis findet sich erst in Abschnitt 4.1.2.
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2.3 Eine Erweiterung des Hintergrundkalkiils

Was dem Hintergrundkalkiil noch fehlt, bzw. bisher noch nicht verwendet wurde, logisch aber durchaus
machbar ist, ist die Méglichkeit, die Ausdriicke des Logikkalkiils zu negieren (komplementieren). Dann gibt
es in dem Kalkiil die Mdglichkeit zu kontraponieren, es gilt (A = B) < (B = A), wenn A und B Ausdriicke
des Objektkalkiils sind. Die Kontraposition beruht auf der zweimaligen Anwendung der Transportationsregel
von Peirce, die ebenfalls im logischen Hintergrundkalkiil gilt.

Setzt man fiir die Terme des Hintergrundkalkiils Formeln der Booleschen Verbinde ein, so erhilt man a C b
oder in anderer Schreibweise a Z b und a = b bzw. a # b.

Diese Negation der Booleschen Formeln macht Sinn, denn es ist durchaus legitim, sich Gedanken {iber die
Beziehungen ,,a ist nicht kleiner-gleich 6“ bzw. ,,a ungleich “ zu machen, bzw. iiber die Verbindungen zu

den unnegierten Bezichungen.

Einige Beispiele sollen nun zeigen, wie diese Technik angewendet werden kann:
Satz 2.32 Fs gilt: a UbIZ0,aC0 = bIZO.

Beweis: Durch zweimalige Anwendung der Transportationsregel des Hintergrundkalkiils auf a Ub Z 0,a C

0 = bZ0erhdlt mana C 0,6C 0 = albLC 0. Diese Folgerung ergibt sich unmittelbar aus Satz 2.10.

Satz 2.33 Esgilt: aZ 0 = (aMb)U(aMb) Z 0.

Beweis: Durch Kontraposition ergibt sich, dal @ C 0 aus (a Mb) U (a M) C 0 folgen miifite. Es ist
(amb)U (amb) 2 o (bLIb) e 27 11 PL?5) 4 Daher folgt aus (aMb)U (aMb) C 0 daB gilt: a T 0.

L]
Satz 2.34 Esgilt: alZ b < aNbZO0.

Beweis: Durch Kontraposition erhilt man: a C b < aMb C 0. Das ist bereits in Satz 2.22 bewiesen

worden.

Satz 2.35 Es gilt: aC b,alZ 0 = aMbIZO.

Beweis: Durch Transportation im Hintergrundkalkiil erhalt man a C b,aMbC 0 = a C 0, was bereits in
Satz 2.12 bewiesen wurde.

L]
Sétze, die negierte Beziehungen enthalten, werden also zunéchst mittels Kontraposition oder Transportation
in Sétze transformiert, die keine solchen negierten Beziehungen enthalten. Diese Sétze kénnen dann mit den

iiblichen Methoden der Booleschen Verbande behandelt werden.
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2.4 Das Venn-Diagramm

Um ein Venn-Diagramm einwandfrei definieren zu kdnnen, ist es zundchst notwendig, einige grundlegende

geometrische und topologische Begriffe eindeutig festzulegen.
Definition 2.18 (Region) FEine Region ist eine Teilmenge des IR?.
Bemerkung 2.10 Das Komplement einer Region ist wieder eine Region.

Definition 2.19 (innerer Punkt) Fin Punkt heifit innerer Punkt einer Region, wenn es eine Umgebung

um diesen Punkt gibt, die vollstindig in der Region enthalten ist.

Definition 2.20 (duflerer Punkt) Fin Punkt heifit dufierer Punkt, wenn er innerer Punkt des Komple-

ments der Region ist.

Definition 2.21 (Rand einer Region) Randpunkt einer Region ist ein Punkt, der weder innerer noch

duflerer Punkt ist. Die Menge der Randpunkte bildet den Rand einer Region.

Definition 2.22 (Kurve) Eine Punktmenge heifit eine Kurve, wenn eine stetige, injektive Abbildung eines

Intervalles auf diese Menge existiert.

Definition 2.23 (zusammenhingende Region) Fine Region heifit zusammenhdngend, wenn zwei belie-
bige verschiedene Punkte der Region durch eine Kurve verbunden werden kénnen, deren Punkte nur Punkte

der Region sind.

Definition 2.24 (konvexe Region) Fine Region ist konvez, wenn zwei beliebige verschiedene Punkte der

Region durch eine Strecke verbunden werden kénnen, deren Punkte nur innere Punkte der Region sind.

Zur Verdeutlichung einige Beispiele von Kurven und Regionen:

(a) (b) (c) (d)

(a) ist eine Kurve, (b) ist eine zusammenhéingende Region, wenn der ,,Kreuzungspunkt“ zur Region gehort,
sonst ist die Region nicht zusammenhingend, (c) ist eine zusammenhingende Region, (d) ist eine konvexe

Region und daher natiirlich auch zusammenhéngend.
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Definition 2.25 (offener Kern) Der offene Kern einer Region ist die Menge der inneren Punkte der

Region.

Definition 2.26 (offene Region) FEine Region heifit offen, wenn der offene Kern einer Region die gesamle

Region ist, wenn sie also nur aus inneren Punkten besteht.

Definition 2.27 (Schnitt von Regionen) FEin Schnitt zweier Regionen ist die Schnittmenge der beiden

Regionen und selbst wieder eine Region.

Definition 2.28 (unabhéngige Familie von Regionen) Fs sei A = A;,..., A, eine Familie von n Re-
gionen. A ist eine unabhingige Familie von Regionen, wenn die Regionen offen und zusammenhdngend sind,
die Komplemente der Regionen zusammenhdngend und jeder Schnitt y1 N...Ny, von Regionen existiert (also

nicht leer ist), wobei y; entweder die Region A; oder der offene Kern des Komplements von A; ist.

Definition 2.29 (Venn-Diagramm) Sei A = Aj,..., A, eine unabhingige Familie von Regionen. Ein
Venn-Diagramm besteht aus einer endlichen Region, genannt der Rahmen des Diagrammes, sowie im Inneren
des Rahmens aus einer unabhdngigen Familie von Regionen A, wobei die Schnitte y1 N ...Ny, zusdtzlich

offene zusammenhdngende Regionen sein miissen, die Zellen des Venn-Diagrammes genannt werden.

Bemerkung 2.11 (Venn-Diagramm) Der Rahmen um die unabhdngige Familie von Regionen im Venn-
Diagramm bezeichnet das sogenannte ,,Unwvers of Discurs®, und grenzt die unendliche Punktebene auf einen
kleinen Bereich ein, der nur die n betrachteten Regionen enthdlt. Dieses ist notwendig, damit die spiter

noch einzufithrende Schraffierungsoperation auf den Regionen endlich ist.

Einige Beispiele von Venn-Diagrammen:

O &

(a) (c)

(e)

(b) (d)

(a) ist ein Venn-Diagramm mit einer Region, (b) ein Venn-Diagramm mit zwei Regionen, (c) ein Venn-
Diagramm mit drei Regionen, (d) ein Venn-Diagramm mit vier Regionen und (e) ein Venn-Diagramm mit

fiinf Regionen. Besonderes Kennzeichen dieser Diagramme ist, dafl die verwendeten Regionen konvex sind.
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(f) () (h)

(f) zeigt kein Venn-Diagramm, denn zwei der Schnitte sind nicht zusammenhéngend. (g) ist nicht einmal
eine unabhingige Familie, denn der Schnitt der drei Regionen ist leer. (h) zeigt ein Diagramm mit fiinf
Regionen, das oft als Venn-Diagramm bezeichnet wird. Im Sinne der Definition 2.29 trifft das jedoch nicht

zu, denn die fiinfte Region ist ein Ring, das Komplement dieser Region daher nicht zusammenhéngend.

(1) () (k)

(i) zeigt ein weiteres Venn-Diagramm mit vier Regionen. Die vierte Region ist aber nicht mehr konvex.
Dieses Diagramm bildet den Ausgangspunkt einer ganzen Reihe von Diagrammen. Gezeigt seien hier nur
die Diagramme mit fiinf (j) und sechs (k) Regionen. Jedes Diagramm entsteht aus dem vorherigen, indem
der Rand der n-1-ten Region in einer ,schlauchférmigen“ neuen Region verpackt wird. Diese Konstruktion

1483t sich bis zu einem beliebigen n fortsetzen, allerdings gibt es bald zeichentechnische Probleme.

Definition 2.30 Die n Variablen ay,. .., a, eines endlichen Booleschen Verbandes seien in beliebiger, z.B.
alphabetischer, aber letztlich fester Rethenfolge geordnet. Dann wird jedem Minterm X = x,...z1 firn
Variablen in einem Venn-Diagramm mit einer unabhingigen Familie von n Regionen Ay, ..., A, die Zelle
zugeordnet, die sich als Schnitt von n Regionen ergibt, wobe: jeweils die Region A; beriicksichtigt wird, wenn

x; = a; ist, oder aber der offene Kern des Komplements von A;, wenn x; = a; ist.
Satz 2.36 Die in Definition 2.30 beschriebene Abbildung ist bijektiv.

Beweis: Unterscheiden sich zwei Minterme fiir n Variablen an mindestens einer Stelle, so werden sie auch
mit unterschiedlichen Zellen im Venn-Diagramm identifiziert, da dann der Schnitt mit dem Komplement
einer Region durchgefithrt wird und nicht mit der Region selbst (bzw. umgekehrt). Die Abbildung ist also

injektiv.
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Die Definition des Venn-Diagrammes legt fest, dafl fiir eine unabhingige Familie von n Regionen jeder der
Schnitte y1 Ny2 N ... N Y, eine offene zusammenhéngende Region ist, wobei jedes y; entweder die (offene)
Region A; oder der offene Kern des Komplements von A; ist. Jedes der y; kann also in den Schnitten
y1 Ny2 N ... Ny, zwel Regionen darstellen. Daher gibt es rein kombinatorisch mindestens 2" verschiedene
Zellen in einem Venn-Diagramm. Jeder dieser Schnitte ist nach Definition zudem zusammenhéngend, d.h.,
es gibt genau 27 Zellen in einem Venn-Diagramm.
Dabher ist fiir die Abbildung aus Definition 2.30 die Anzahl der Bilder (Zellen) gleich der Anzahl der Urbilder
(Minterme), die Abbildung ist daher surjektiv, also insgesamt bijektiv.

L]
Aufgrund der Zuordnung der Mintermvariablen zu den Regionen (Def. 2.30 und Satz 2.36), gibt es also eine
eineindeutige Abbildung zwischen den Zellen im Venn-Diagramm und den Mintermen Boolescher Funktionen

fiir n Variablen.

Bemerkung 2.12 Um bestimmte Zellen zu markieren wird im folgenden ein Punkt in den betreffenden

Zellen plaziert werden!
Nun wird eine Bezichung zwischen beliebigen Booleschen Funktionen und Mengen von Zellen hergestellt.

Definition 2.31 Seien x und y Boolesche Funktionen, die ein Grundobjekt reprdsentieren. Dann sind M,
und My Mengen der Zellen, die in der jeweiligen Region liegen, die das Grundobjekt x bzw. y reprdsentiert.

Dann qult:
[ ] Mxr]y = M.’L‘ ﬂMy
o Myyuy = My UM,.

e 0 wird mit dem Schnitt aller Zellen identifiziert, d.h., da die Zellen disjunkt sind, mit der leeren

Punktmenge, also mit keiner Zelle, abgekiirzt M.

e 1 wird mit der Vereinigung aller Zellen identifiziert, mit dem gesamten Diagramm (ohne Rdnder),

abgektirzt M.

Mz = M\ M,.

Mt dieser Definition haben wir die sogenannten Vennschen Umfangs- Diagramme definiert. Wair hétten ge-
nausogut sog. Inhalts-Diagramme definieren kénnen. Im folgenden werden wir uns nur mit den Umfangs-
Diagrammen beschdftigen, dieses also auch nicht mehr gesondert erwihnen. Wer sich fiir die Inhaltsdia-

gramme interessiert, sollte in [5] nachlesen.

!Diese Art der Markierung wurde in [5] eingefiihrt.
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Satz 2.37 Die in Definition 2.31 definierte Abbildung, genannt ,h“, zwischen Booleschen Funktionen und

Mengen von Zellen ist ein Isomorphismus.
Beweis: Es gilt:

h(zMy) = Mny
= M;NM,

= h(z)Nh(y)

hzUy) = My
= M,UM,

= h(z) Uh(y)

hE) = M\M,
h(1)\h(z)

h ist also ein Homomorphismus. Aus dem Beweis von Satz 2.36 hat sich ergeben, dafl ein Venn-Diagramm
mit einer unabhéngigen Familie von n Regionen genau 2" Zellen enthilt, die eineindeutig auf die 2” Min-
terme Boolescher Verbénde fiir n Variablen abgebildet werden. Mehrere Zellen kdnnen zu einem grofleren
Bereich zusammengefafit werden. Dieses entspricht nach Definition 2.31 der Disjunktion der entsprechenden
Minterme. Die gleiche Argumentation wie in Satz 2.30 fithrt dazu, da8 sich 2(2") verschiedene Zellenkombi-
nationen bilden lassen. Nach Satz 2.31 gibt es 2(2") verschiedene Boolesche Funktionen fiir n Variablen. Die

Abbildung & ist also surjektiv, daher insgesamt bijektiv und damit ein Isomorphismus.

Satz 2.38 Alle Ariome des Booleschen Verbandes lassen sich im Venn-Diagramm verifizieren.

Beweis: Wir bilden die Vereinigung von a und b (a) und vereinigen das Ergebnis mit ¢ (b). Andererseits

vereinige man @ mit der Vereinigung von b und ¢ (c). Das Ergebnis (d) ist identisch mit (b).

&
(a) (b) (©) ()

Damit ist (V1a) bewiesen. Nun bilden wir den Schnitt von a und b (¢) und schneiden das Ergebnis mit ¢

(f). Andererseits schneide man a mit dem Schnitt von b und ¢ (g). Das Ergebnis (h) ist identisch mit (f).
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C C C C

(e) (f) () (h)

Damit ist (V1b) bewiesen. Es ist im Venn-Diagramm véllig beliebig, ob der Schnitt von a und b oder der
Schnitt von b und a gebildet wird. Betroffen ist (sind) immer die gleiche(n) Zelle(n). Ebensolches gilt fiir
die Vereinigung von a und b und die Vereinigung von b und a. Damit sind auch (V2a) und (V2b) erledigt.
Schneidet man a mit der Vereinigung von @ und b, so bleiben die Zellen von a, womit (V3a) bewiesen ist.
Vereinigt man a@ mit dem Schnitt von a und b, so bleiben die Zellen von a, daher ist auch (V3b) bewiesen.
Schneidet man a mit der Vereinigung von b und ¢ (i), so ist das Ergebnis (j). Vereinigt man den Schnitt von

a und b (k) mit dem Schnitt von a und ¢ (1), so ist das Ergebnis (m) identisch mit (j).

a a a_—~—Db a,——Db
@ [@ @ @ @
(@ (@ C

(i) () (k) (1) (m)

Damit ist (V4a) bewiesen. Vereinigt man @ mit dem Schnitt von b und ¢ (n), so ist das Ergebnis (o). Schneidet
man die Vereinigung von a und b (p) mit der Vereinigung von a und ¢ (q), so ist das Ergebnis (r) identisch

mit (o).

a

8 b Yo Yoo P Y
5 g &

C C

q) (r)

(n) (0) (p)

—_

Damit ist (V4b) bewiesen. Die leere Menge vereinigt mit den Zellen von a ergibt die Zellen von a. D.h. es
ist 0l a = a. Daher ist die leere Punktmenge das Null-Objekt. Das gesamte Diagramm M; geschnitten mit
den Zellen, die a reprisentieren, ergibt wieder die Zellen von a. D.h. es ist 1 M a = a. Daher ist M; das
Eins-Objekt. Das Innere der Region, die a représentiert, vereinigt mit dem offenen Kern des Komplements
der von a représentierten Region ergibt nach Definition das gesamte Diagramm, ist also 1. Das Innere der
Region, die a reprisentiert, geschnitten mit dem offenen Kern des Komplements der a représentierenden
Region ergibt nach Definition der Diagramme den leeren Schnitt, ist also 0. Daher erfiillt der offene Kern
des Komplements der a représentierenden Region die Bedingungen der Booleschen Komplementdefinition.
Eine vergleichbare Form der Substitutionsregel gilt, zumindest auf dieser Stufe der Einfiihrung der Venn-
Diagramme, auch im Hintergrund der Diagramme. Wie sonst hidtte man auch die Booleschen Gleichungen

bearbeiten kénnen. Ein Beweis der Substitutionsregel ist daher nicht notwendig.
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Satz 2.39 Ein endlicher Boolescher Verband mit n Variablen ist isomorph mit einem Venn-Diagramm mit

ewner unabhdngigen Familie von n Regionen.

Beweis: Mit dem Beweis von Satz 2.38 ist gezeigt, dafl sich mit Venn-Diagrammen alles machen 148t, was
in endlichen Booleschen Verbdnden mdoglich ist. Umgekehrt zeigte der Beweis von Satz 2.37 die Isomorphie
des Booleschen Verbandes mit den Venn-Diagrammen. Weitere Axiome haben die Venn-Diagramme in dem

Sinne nicht.

Satz 2.40 Mit Kreisen kénnen nur Venn-Diagramme bis n = 3 erzeugt werden. Mit Ellipsen kann man bis

n =5 kommen. Siehe dazu [3].
Beweis: Fiir ein zusammenhéngendes Netz in der Ebene gilt der Euler Satz:
e—k+f=2

wobei e die Zahl der Schnittpunkte, k die Zahl der Kanten und f die Zahl der Zellen ist, die durch das Netz
in der Ebene erzeugt werden.

Das Netz werde durch die Rénder einer unabhéngigen Familie von n Regionen erzeugt, wie sie fiir Venn-
Diagramme definiert sind. Es konnen (’;) Regionen-Paare aus den n Regionen kombiniert werden. Schneiden
sich je 2 Regionen-Rénder in j Punkten, und haben keine 3 Regionen-Rénder einen gemeinsamen Punkt, so

hat das Netz e < j - (’;) Schnittpunkte und & = 2 - e Kanten. Dann vereinfacht sich der Euler-Satz zu:
f—e=2

Fiir ein Venn-Diagramm ist f = 2". Daher gilt:
M —e=2

Einsetzen der Ergebnisse fiir Schnittpunkte und Kanten ergibt:
n
2 —j- > 2
J <2> Z

is (2 -2) 4. (27" -1

BEEENCES

Die Rénder zweier kreisformiger Regionen schneiden sich in maximal 2 Punkten, die Rénder zweier ellip-

Umgeformt nach j ergibt sich:

senformiger Regionen in maximal 4 Punkten. j ist also fiir Kreise gleich 2 und obige Formel ist erfiillbar fiir

n < 4. Fiir Ellipsen ist j gleich 4, und obige Formel ist erfiillbar fiir n < 6.



Kapitel 3

Operationen im Venn-Diagramm

Bisher haben wir lediglich bestimmte Zellen im Venn-Diagramm bestimmten Booleschen Ausdriicken zu-
geordnet und konnten auf diese Art und Weise die Aquivalenzen Boolescher Ausdriicke nachvollziechen. Es
wurden nur Terme betrachtet.

Was ist aber nun mit Beziehungen, z.B. der Halbordnung C ? Es stellt sich natiirlich die Frage ihrer
Représentation in Venn-Diagrammen.

Nach Satz 2.13 gilt a C b < aTb = a. D.h., die Zelle a b macht bereits das gesamte a aus. Das bedeutet
aber nichts anderes, als daB die Zelle a Mb nicht existiert.

Ein Venn-Diagramm fiir zwei Variablen enthilt vier Zellen, namlich @b, aMb,@Mb und a Mb.

Man fragt sich unwillkiirlich, was es bedeutet, wenn die drei restlichen Zellen jeweils nicht existieren.

C b entspricht a Mb = a, d.h. aMb existiert nicht.
@ C b entspricht aMb =@, d.h. @M b existiert nicht.

@ C b entspricht @M b =@, d.h. @M b existiert nicht.

Es ist also sinnvoll, eine Operation im Venn-Diagramm einzufiihren, die es erlaubt bestimmte Zellen als

nicht-existent zu kennzeichnen.

3.1 Streichen von Zellen

Es ist iiblich, die nicht existierenden Zellen im Diagramm zu streichen, zu schraffieren. Dann sehen die vier

verschiedenen Halbordnungsvarianten wie folgt aus:

alb alCb ach

Ql
M
o>~

31
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Von einer Streichung kénnen auch mehrere Zellen betroffen sein. Es gelte z.B. a C b und b C ¢. Aus diesen

Vorgaben ist insbesondere a C ¢ ablesbar.

So nebenbei ist damit auch (H3), eines der Axiome der Halbordnungsstrukturdefinition bewiesen. Gilt a C b
und b C a, so existieren die Zellen a M b und @ M b nicht, sind also schraffiert, somit existiert nichts von a

auflerhalb von b und nichts von b auflerhalb von a. Es ist also a = b.

Daher ist (H2) bewiesen. Der Schnitt von a mit a ergibt wiederum a, es gilt daher gemif Ubersetzung
aMa = a. Nach Definition ist das gleichbedeutend mit @ C a (H1). Der Schnitt von a mit a 148t sich kaum
richtig im Venn-Diagramm darstellen, wiirde er doch verlangen, zwei verschiedene Regionen im Diagramm

zu haben, die a reprasentieren sollen, was aber die Definition nicht erlaubt.

In Satz 2.38 war zu sehen, daf} die beiden Seiten der beiden Distributivgesetze die gleichen Zellen im Venn-
Diagramm betreffen. Betrachtet man nun die in (H4) aufgefiihrten Halbordnungen, so miissen durch diese

keine Zellen gestrichen werden, denn keine Zelle 1st links und nicht rechts.

3.2 ,Sternen“ von Zellen

Die logische Einbettung der Booleschen Verbénde erlaubte die Behandlung negierter Gleichungen bzw. Hal-
bordnungen. Die Negation der Halbordnungsbeziehung kann dagegen im Venn-Diagramm direkt behandelt

werden:
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a [Z b entspricht aMb # a, d.h. a Mb existiert.
a [Z b entspricht a b # a, d.h. a M b existiert.
@ [Z b entspricht @M b # @, d.h. @M b existiert.
@ [Z b entspricht @M b # @, d.h. @M b existiert.

Das Existieren einer Zelle wird dadurch représentiert, dafi die entsprechende Zelle mit einem Stern versehen

wird. Dann sehen die vier verschiedenen negierten Halbordnungsvarianten wie folgt aus:

o @) @) A

alZb alZb azhb alZb

Ein Ausdruck kann auch wieder dazu fithren, dafi mehrere Zellen ,gesternt® werden miissen. Um diese
Sterne von den Sternen eventuell vorhandener anderer Ausdriicke zu unterscheiden, sind diese durch einen
spannenden Graphen miteinander zu verbinden. Gilt z.B. a U (bM¢) £ 0, so wird dieses wie folgt im Venn-

Diagramm dargestellt:

Was bedeuten nun die durch die Striche verbundenen Sterne? Sie bedeuten, dafl mindestens eine der gekenn-
zeichneten Zellen existieren muf}, nicht etwa alle. Das ist so, weil es sich um eine Verneinung der Halbordnung
handelt. Das Schraffieren mehrerer Zellen durch eine Halbordnungsbeziehung bedeutet, dafl alle gekennzeich-
neten Zellen nicht existieren. Negiert man einen solchen Ausdruck, so erhélt man einen Ausdruck, der besagt,

daf3 die erste Zelle existiert oder die zweite Zelle existiert oder ... oder die n-te Zelle existiert.

Die Schraffur einer gesternten Zelle 16scht diesen Stern. Diese Loschung kann bedenkenlos vorgenommen
werden solange immer noch ein unschraffierter Stern des jeweiligen spannenden Graphen existiert. Sind alle

Sterne eines spannenden Graphen schraffiert, so liegt ein Widerspruch in den Voraussetzungen vor.
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Die Einfithrung der Sternungsoperation bewirkt eine echte Verstarkung der Moglichkeiten der Venn-Diagramme

gegeniiber den normalen , Booleschen® Fahigkeiten.

3.3 Testen von vermuteten Folgerungen

Die grundlegende Funktion, die in einem Venn-Diagramm ausgefiihrt werden kann, ist der Test, ob sich eine

vermutete Folgerung aus den gegebenen Voraussetzungen tatséchlich folgern 1a83t.

Dieser Test funktioniert wie folgt: Zundchst mufi die Anzahl der beteiligten Grundobjekte bestimmt, und das
passende Diagramm gewidhlt werden. Dann werden die bekannten Voraussetzungen eingetragen. Gleichungen
werden dabei in zwei Halbordnungen aufgelést. Dann wird gepriift, ob die Voraussetzungen die vermutete

Folgerung enthalten.

Fir die Halbordnung: Es wird gepriift, ob alle Zellen, die fiir die vermutete Folgerung schraffiert sein miissten,
durch die Voraussetzungen schraffiert wurden. Ist dieses der Fall, so folgt die vermutete Folgerung aus den

Voraussetzungen, andernfalls folgt sie nicht.

Fiir die Negation der Halbordnung: Es wird gepriift, ob es mindestens eine Sternsorte aus einer der Vor-
aussetzungen gibt, die nur in den durch die Folgerung vorgegebenen Zellen vorkommt und sonst nirgendwo

auferhalb. Ist dieses der Fall, so folgt die vermutete Folgerung, andernfalls folgt sie nicht.

Die eigentlich bemerkenswerteste Eigenschaft der Venn-Diagramme ist, dafl die Ergebnisse beziiglich FOL-
GEN bzw. NICHT-FOLGEN von vermuteten Folgerungen aus den vorgegebenen Voraussetzungen definitiv

sind.

Satz 3.1 Mit Hilfe eines Venn-Diagrammes ist das FOLGEN bzw. NICHT-FOLGEN von vermuteten Fol-

gerungen aus gegebenen Voraussetzungen in Booleschen Verbdnden definitiv zu entscheiden.

Beweis: (1) Die vermutete Folgerung ist eine Halbordnung. Wir betrachten dazu die Voraussetzungen, die
unnegierte Halbordnungen sind. Jede dieser Halbordnungen liegt 0.B.d.A. (DNF) in der Form a C b vor,
wobei a und b beliebig verkniipfte Variablen, deren Komplemente oder die Konstanten 0 oder 1 sein kénnen.
Nach Satz 2.22 gilt dann auch a b C 0, falls die Halbordnung nicht bereits in dieser Form vorliegt. Die
Zellen, die von alb betroffen sind, werden schraffiert. Dieses wird fiir jede der betrachteten Voraussetzungen
durchgefiihrt. Mehrfach schraffierte Zellen werden nur einfach gezéhlt. Die Voraussetzungen liegen danach

als eine Menge von Halbordnungen der Form z; M...Mz, C 0 vor, wobei n die Zahl der Grundobjekte ist.
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Gemaéf Satz 2.10 liegt dann auch die Disjunktion der einzelnen betroffenen Minterme unter 0. Wir betrach-
ten nun die vermutete Folgerung in der gleichen Weise. Dann liegt die vermutete Folgerung ebenfalls als
eine Menge von Halbordnungen der Form z; M...Mz, C 0 vor. Ist nun die Menge der Halbordnungen der
vermuteten Folgerung eine Teilmenge der Menge der Halbordnungen der Voraussetzungen, so FOLGT die
vermutete Folgerung, und aus der Disjunktion der durch die Voraussetzungen betroffenen Minterme kénnen
gefahrlos alle Minterme, die nicht in der Menge der Halbordnungen der vermuteten Folgerung liegen, weg-
gelassen werden. Ist andererseits die Menge der Halbordnungen der vermuteten Folgerung keine Teilmenge
der Menge der Halbordnungen der Voraussetzungen, so kann die vermutete Folgerung NICHT FOLGEN,
denn dann fehlt mindestens eine Halbordnung in der Menge der Halbordnungen der Voraussetzungen. Dann
aber ist es unméglich, mit Hilfe der Voraussetzungen, die Schraffuranforderungen der vermuteten Folgerung

zu erfiillen, die vermutete Folgerung kann nicht folgen.

Die Antwort FOLGT ist definitiv, durch die Angabe eines allgemeinen Beweisverfahrens. Die Antwort
FOLGT-NICHT ist definitiv durch die Reduktion auf die Minterme, denn fehlende Minterme sind durch
nichts zu ersetzen, da die Minterme eindeutig die 2(2*) verschiedenen Booleschen Funktionen charakterisie-

remn.

(2) Die vermutete Folgerung ist die Negation einer Halbordnung. Gibt es keine verneinte Voraussetzung, so
kann die vermutete Folgerung nicht folgen. Gibt es verneinte Voraussetzungen, so mufl man im allgemei-
nen verneinte, wie unverneinte Halbordnungen betrachten. Fiir jede der verneinten Halbordnungen ist die

folgende Prozedur durchzufiihren:

Jede der verneinten Halbordnungen kann mit Hilfe von Satz 2.33 und Satz 2.34 in die Form (21 1M.. .Mz ,)U
... (:Em71 m...r Im,n) IZ 0 gebracht werden. Wenn einige der so betroffenen Zellen durch Halbordnungen
schraffiert sind, so kénnen diese nach Satz 2.32 aus der Disjunktion der Minterme entfernt werden. Fiir die
iibrigbleibenden Zellen jeder verneinten Voraussetzung muf} gepriift werden, ob sie eine Teilmenge der Zellen
der vermuteten Folgerung sind. Liegt auch nur eine Zelle der Voraussetzung nicht in der Menge der Zellen
der vermuteten Folgerung, so ist die Existenz einer Zelle innerhalb der Menge der Zellen der vermuteten
Folgerung nicht mehr gesichert. Die vermutete Folgerung behauptet nur, dafl mindestens eine der Zellen
der vermuteten Folgerung existiert, bezogen auf die verneinte Voraussetzung konnte es dann aber gerade
diese auflerhalb liegende Zelle sein. Gibt es mindestens eine verneinte Voraussetzung, die die Bedingungen
der vermuteten Folgerung erfiillt, so folgt die vermutete Folgerung. Erfiillt keine der Voraussetzungen diese

Bedingungen, so kann die vermutete Folgerung nicht folgen.

Die Antwort FOLGT ist definitiv, durch die Angabe eines allgemeinen Beweisverfahrens. Die Antwort
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FOLGT-NICHT ist definitiv, denn wenn erstens iiberhaupt keine verneinte Voraussetzung existiert, kann
auch keine verneinte vermutete Folgerung zutreffen oder zweitens ein Stern einer Sternsorte noch auflerhalb
der vermuteten Folgerung a I 0 existiert, also z.B. a U b [Z 0 gilt, so miifite, damit die vermutete Folgerung
a IZ 0 folgt, gelten: aUbZ 0 = a [Z 0. Kontraposition ergibt: ¢ T 0 = albLC 0 und das folgt, wie die

Reduktion auf die Minterme zeigt, in keinem Fall.

Die hier vorgestellten Verfahren bilden die Grundlage fiir die Méglichkeit, rein mechanisch Beweise aus den
Diagrammen zu erzeugen, oder aber genau anzugeben, was minimal noch fehlt, um dafiir zu sorgen, dafl die

vermutete Folgerung wirklich folgt.

Ein Beispiel, in dem alle oben besprochenen Fille vorkommen:

Es gelten die folgenden Voraussetzungen:

1.aCh
2.0 a
3.bMcCd
4. bL ¢
5. clZLb

6. cZallbd

7.cCald

Tragt man diese Voraussetzungen in ein Venn-Diagramm ein, so ergibt sich:
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[N}
U
™~
o>~

3. a

I

c
4. b d

calclZbud

(@2}
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Der Test auf FOLGEN bzw. NICHT-FOLGEN ergibt dann, wobei waagerechte Schraffur Halbordnungen

andeutet und eingekreiste Sterne diese als betroffen markieren:

Vermutung 1)
b

a

Vermutung 2)
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Vermutung 1) FOLGT, denn alle waagerecht schraffierten Zellen sind auch senkrecht schraffiert.
Vermutung 2) FOLGT, denn beide eingekreisten Sterne kennzeichnen jeweils eine Sternsorte, die nur in den

von der Vermutung betroffenen Zellen auftritt und sonst nicht.

Vermutung 3)
b

Vermutung 3) FOLGT NICHT, denn es sind nicht alle waagerecht schraffierten Zellen auch senkrecht schraf-
fiert.

Vermutung 4) Vermutung 4)

Vermutung 4) FOLGT NICHT, denn es gibt keine Sternsorte, die nicht auch aufierhalb der durch die Ver-
mutung betroffenen Zellen auftritt. Die waagerechte Schraffur gibt jeweils an, welche Zellen noch gestrichen
sein miissten, damit die Vermutung folgt.

Vermutung 5) FOLGT NICHT, weil es iiberhaupt keinen Stern in den durch die Vermutung betroffenen
Zellen gibt.

Wie man sieht, ist es ganz einfach die Voraussetzungen in ein Diagramm einzutragen. Durch dieses Eintra-
gen, werden im Prinzip alle Axiome/Sétze der linearen Darstellung des Booleschen Verbandes angewendet.
Man selbst muf} keine Regeln anwenden. Das Priifen ist sehr anschaulich, denn man muf} nur den Zustand

bestimmter Zellen betrachten, um zu einer definitiven Entscheidung zu kommen.



Kapitel 4

Beispielanwendungen

Nun betrachten wir einige Beispielanwendungen des Konzepts ,,Boolescher Verband“:

4.1 Die Mengenlehre

In der gesamten Mathematik, aber auch dariiber hinaus, spielen die Begriffe ,, Element“ und ,,Menge“ eine
grofle Rolle. Man schreibt m € X, und liest ,m ist Element der Menge X“. Es wird angenommen, daf}
man fiir jedes Element m und jede Menge X immer entscheiden kann, ob die Beziehung m € X gilt oder
nicht. In der folgenden Einfiihrung werden wir allerdings véllig auf die Elementbeziehung zur Definition der

Mengenlehre verzichten.

4.1.1 Grundlegende Definitionen

Undefinierte Beziehung zwischen zwei Objekten, sie seien Mengen genannt, ist die Teilmengenbeziehung C.

Diese Bezichung sei wie folgt definiert:

(M1) zCuz

M2) zCyAyCresaz=y
(M3) zCyAyCz—=zCz
(M4) 0Cz=

(M5) zCG

(M6) zCyAzCz=—azCyNnz
M7) z2zCzAyCz—zUyCz
(M8) zNn(yUz)=(zNy)U(zNz)
(M9) zU(yNz)=(zUy)N(zUz2)
(M10) 2'nz=10

(M11) 2'Uz=G

z, y und z sind allgemeine Mengen, §) und G sind spezielle Mengen. z’ wird das Komplement der Menge x

genannt und ist selbst eine Menge.

39
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4.1.2 Mengenlehre - Boolescher Verband

Satz 4.1 Die Grundgesetze der Mengenlehre bilden einen Booleschen Verband, wenn man C mat C tibersetzt,

sowie N mit M, U mit U, § mit 0, G mit 1 und > mit .

Beweis: Es ist nachzuweisen, dafl sich alle Axiome des Booleschen Verbandes aus den Grundgesetzen der

Mengenlehre nach Ubersetzung ableiten lassen.

(H1) entspricht nach Ubersetzung (M1), (H2) entspricht nach Ubersetzung (M2), (H3) entspricht nach
Ubersetzung (M3). Aus (HI - H3) lassen sich (V1 - V3) ableiten, wie bereits in Abschnitt 2.1.3 gezeigt
wurde.

(V4) entspricht nach Ubersetzung (M8) und (M9).

Die Komplementdefinition 2.12 ist nach Ubersetzung identisch mit (M10) und (M11).

Definition 2.8 entspricht nach Ubersetzung der Definition des Nullobjektes (M4).

Definition 2.8 entspricht nach Ubersetzung der Definition des Einsobjektes (M5).

Es muf} auch noch die im Booleschen Gleichungskalkiil verwendete Einsetzungs- oder auch Substitutionsregel
bewiesen werden. Das ist um so schwieriger, da sie iiberhaupt nicht in dem Kalkiil formuliert werden kann,
sondern nur im logischen Hintergrundkalkiil.

Dort lautet sie etwa G, A = B = G’, mit G als Gleichung in der die Variable A auftaucht und G’ als
Gleichung G, in der ein Vorkommen von A durch B ersetzt wurde.

Allgemein ist eine Gleichung G von der Form T'= C', mit T' ein Term, der die Variable A enthilt. Ein Term
ist induktiv definiert als ,,Jede Variable/Konstante ist ein Term, wenn A ein Term ist, dann ist ‘A ein Term,
ist auch B ein Term, so ist AT B und AU B ein Term.“ Ein Beweis der Substitutionsregel kann daher z.B.

induktiv erfolgen:

Induktionsanfang: Sei die Variable A ein Term. Dann ist nachzuweisen: A = C;A = B — B = C. Der

Beweis ist einfach durch mehrfache Anwendung von (M2).

Induktionsschritt:

a) AUV = C,A= B — BUYV = C. Nach Voraussetzung ist B Teilmenge von A, A Teilmenge von
AUV, AUV von C. Daher ist B Teilmenge von C'. Ebenso ist V' Teilmenge von AUV und AUV ist
Teilmenge von C'. Daher ist V' Teilmenge von C. Aus B C C' und V C C folgt nach (M7) BUV C C.
Andererseits ist A Teilmenge von B und B Teilmenge von B U V. Daher ist A Teilmenge von BU V.
Auflerdem ist V' Teilmenge von BU V. Nach (MT) ist daher auch AUV Teilmenge von B U V. Nach
Voraussetzung ist C' Teilmenge von AUV, daher ist C' Teilmenge von BUC'. Hieraus und aus BUV C C
folgt BUV =C.
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b) ANV =C,A= B = BNV = C. Der Beweis ist dual zu a).

c) A=C,A= B = B'=C. Wenn A = B ist, dann ist auch A’
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= B’. Daher ist A’ auch Teilmenge

von B’. Mit A’ Teilmenge von C folgt daher B’ Teilmenge von C'. Andererseits folgt aus C' Teilmenge

von A’ und A’ Teilmenge von B’ das C' Teilmenge von B’ ist. Daher ist B’ = C..

Satz 4.2 Fin Boolescher Verband ist eine Mengenalgebra, wenn man C mut C tibersetzt, sowie M mit N, U

mit U, 0 mit §, 1 mit G und ~ mit .

Beweis: Es ist nachzuweisen, daf sich alle Grundgesetze der Mengenlehre aus den Axiomen des Booleschen

Verbandes nach Ubersetzung ableiten lassen.

M1) entspricht nach Ubersetzung Axiom (H1).
M2) entspricht nach Ubersetzung Axiom (H2).
M3) entspricht nach Ubersetzung Axiom (H3).

M4) entspricht nach Ubersetzung Definition 2.8

=

5) entspricht nach Ubersetzung Definition 2.8

M7
8) entspricht nach Ubersetzung Axiom (V4)

entspricht nach Ubersetzung Definition 2.10

=

)
)
M6) entspricht nach Ubersetzung Definition 2.10
)
)
)

M9) entspricht nach Ubersetzung Axiom (V4).
M10) entspricht nach Ubersetzung Definition 2.12

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(

M11) entspricht nach Ubersetzung Definition 2.12

H1 - H3) sind aus (V1 - V3) ableitbar, wie in Abschnitt 2.1.3 gezeigt wurde.

Damit ist die Aquivalenz des Booleschen Verbandes mit der Mengenalgebra bewiesen. Diese Mengenalgebra

basiert allerdings nur auf der Teilmengenbeziehung, bzw. der Gleichheit, nicht auf der Elementbeziehung.

4.2 Die Begriffslogik

Die Begriffslogik hat ithre Wurzeln in der Philosophie. Als ihr geistiger Vater muf} der griechische Philosoph

Aristoteles angesehen werden. Im Mittelalter beschéftigte man sich ausgiebig mit Randproblemen und erst

seit kurzer Zeit gibt es brauchbare Formalisierungen.
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4.2.1 Eine formale Sprache

Zunéchst wird eine formale Sprache der Begriffslogik eingefiihrt:

Grundzeichen a b c ... Variablen
A B C
0 1 Konstanten
< = Beziehungszeichen
h + Verkniipfungszeichen
Ausdriicke Terme

1. Zeichen des Alphabetes (Variablen und Konstanten), die
auch (mehrfach) mit Indizes oder Exponenten (aus dem

Alphabet) versehen sein diirfen.

2. Sind s und ¢ Terme, so auch s-¢ und s+1; ist s ein Term,

so auch 5.

Formeln

1. Zeichen des Alphabetes, die auch (mehrfach) mit Indizes

oder Exponenten (aus dem Alphabet) versehen sein diirfen.
2. Sind s und ¢ Terme, so sind s <¢ und s = ¢ Formeln.

3. Sind @ und b Formeln, so auch ¢ < b,a =0b,a-b, a+ b;

ist a eine Formel, so auch a.

Insbesondere gilt hierdurch, daff in der Begriffslogik z.B. Ausdriicke der Form (a < b) < (¢ < a + b)

erlaubt sind. < und = werden dadurch praktisch auch zu Verkniipfungszeichen. Die eindeutige Lesbarkeit

der Ausdriicke wird nétigenfalls durch Setzen von Klammern gewéhrleistet.

4.2.2 Eine erste Axiomatik

Es gelten die folgenden Axiome ( Grundformeln und Grundregeln ):

Al a<a A6 ash bse
= a<c
a<b b<a
A2a a-b<a AT a1
A2b a-b<b
A3a a<a+b A8a Z;Ig A8b Z;g
A3b b<a+b
a<b a<e
Ada 0<a A9 a<b-c
A4b a<l1
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Aba a<(a-b)+(a-b) Al10
A5b (a+b) (a+b)<a

Der waagerechte Strich in den Grundregeln zeigt einen Ableitungsschritt an, oberhalb des Striches stehen die
Pramissen, unterhalb die Konklusion. Damit liegt ein formales System der Begriffslogik vor. Dieses System
werden wir mit BL bezeichnen. Man kénnte viele Satze mit diesem Axiomensystem beweisen, ohne zu wissen,

was Uiberhaupt ein , Begriff“ ist.

4.2.3 Begriff, Inhalt, Umfang

Man kann die Logik als allgemeine Lehre vom Argumentieren, Begriinden, Beweisen, kurz als Lehre vom
Schliefien auffassen. Schliisse als Gegensténde der Logik bauen sich aus Urteilen (Prdmissen, Konklusionen)
auf, und diese wiederum bestehen unter anderem aus Begriffen. Begriffslogik hat mit den Beziehungen
und Verkniipfungen von Begriffen zu tun. Mit einem Begriff kann alles représentiert werden, was gemeint
werden kann, also Existierendes wie Nichtexistierendes, Widerspruchsvolles wie Widerspruchsfreies, Wahres
wie Unwahres, Denkbares wie Undenkbares, usw.

Die in der obigen Axiomatik eingefiihrte Beziehung < zwischen zwei Begriffen wollen wir als Art-Gattungs-
Beziehung bezeichnen. Dabei ist a in der Beziehung @ < b die Art und b die Gattung. Der Begriff ,Hund*
etwa ist Art des Gattungsbegriffes , Lebewesen®.

Vom Inhalt eines Begriffes kann gesagt werden, dafl er mindestens den Inhalt seiner Gattungen enthélt, und
hochstens den Inhalt seiner Arten.

Vom Umfang eines Begriffes kann gesagt werden, dafl er mindestens den Umfang seiner Arten enthilt, und
héchstens den Umfang seiner Gattungen.

Der Inhalt eines Begriffes beschreibt die Merkmale des Begriffes, sein Umfang den Anwendungsbereich des
Begriffes. Eine Art hat also mindestens soviel Inhalt wie ihre Gattung. Die Art kann aber auch mehr Inhalt
haben als ihre Gattung. Je spezifischer ein Begriff wird, desto geringer wird dabei natiirlich sein Umfang,
also daf}, worauf er zutrifft. Das ist die sogenannte Inhalts-Umfangs-Relation, je mehr Inhalt, desto weniger
Umfang, und umgedreht.

Auf diese Weise entsteht eine Art Begriffsgeriist, welches die Art-Gattungsbeziehungen zwischen Begriffen
darstellt. Frither nannte man dieses Geriist die ,,Begriffspyramide®, eine so ebenméflige Form hat es allerdings
nicht, lediglich die grobe Orientierung stimmt. Ausgehend von einer breiten Basis sehr spezieller Begriffe
verjiingt sich das Geriist zu immer allgemeineren Begriffen, bis hin zum Begriff des ,Meinbaren“, der an
der Spitze steht, denn alles ist meinbar. Der Begriff ,Meinbar® ist sozusagen der inhaltsleerste Begriff.
Das ist auch in der Axiomatik erkennbar, denn es gilt @ < 1. Der Begriff des ,,Nicht-Meinbaren® ist dagegen

widerspriichlich, gibt man ihn an, so hat man ihn bereits gemeint. Ein widerspriichlicher Begriff ist sozusagen
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der umfangsleerste Begriff, nur er selbst ist in seinem Umfang. Das wird in der Axiomatik durch 0 < a
ausgedriickt, wodurch auch klar wird, dafy es nur einen widerspriichlichen Begriff gibt, unbeschadet seiner
vielen Erscheinungsformen.

Die Art-Gattungsbeziehung zwischen den Begriffen @ und b kennzeichnet aber auch das Urteil ,Alle a sind
b“. Die bekannten vier aristotelischen Urteilsformen, welche die Bausteine der sogenannten Syllogistik (ein

von Aristoteles begriindeter Teil der Begriffslogik) bilden,

a-Urteil Alle A sind B
e-Urteil Kein A ist B
o-Urtelil Einige A sind nicht B
i-Urteil Einige A sind B

lassen sich bisher aber nur teilweise mit der oben beschrieben Axiomatik erfassen. Sie ist noch nicht aus-
reichend zur Darstellung der klassischen Logik und wird spéter erweitert werden. Immerhin geniigt sie aber
zur Darstellung des a- wie des e-Urteils und den zugehdrigen Schliissen. Das a-Urteil entspricht der Art-
Gattungsbeziehung, also der Form @ < b. Auch das e-Urteil ,Kein A ist B oder auch , Alle A sind nicht-B“
kann als eine Art-Gattungsbeziechung verstanden werden, ndmlich als a - b < 0 oder auch als a < b.

Die Axiome des oben beschriebenen Systems sind vor diesem Hintergrund wie folgt zu verstehen:

A1l Der Begriff ,a“ ist Art des Begriffes ,a“
A2 Der Begriff Ja und b“ ist Art des Begriffes ,,a“ sowie Art des Begriffes ,,b“
A3 Die Begriffe ,a“ und ,,b“ sind Arten des Begriffes ,a oder b“

A4 Der widerspriichliche Begriff (0) ist Art aller Begriffe und jeder Begriff ist Art des inhaltsleersten
Begriffes, des Meinbaren (1)

A5 Die Negation eines Begriffes wird definiert, indem der Begriff ,,a“ erklart wird, als Art der Oder-
Verkniipfung der ,,a“, die die Eigenschaft ,b“ haben mit den ,,a“, die nicht die Eigenschaft ,b“ haben.
Die andere Richtung dieser Art-Gattungs-Beziehung ist einfach herleitbar, so dafi ,a“ genau der obigen
Verkniipfung entspricht.

Andererseits kann man den Begriff ,a“ auch beschreiben als Und-Verkniipfung der ,,a oder b“ mit den

»a oder Nicht-b,,.
A6 TIst ,a“ Art von ,,b“ und ,b* Art von ,,c“, so ist ,a“ Art von ,c“

AT Ist ,a“ Art von ,b“ und ,,b“ Art von ,,a“, so ist ,,a“ mit ,,b“ total identisch
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A8 Ist ,,a“ total identisch mit ,,b“, so st ,a“ Art von ,,b“ und ,,b“ Art von ,a“
A9 Ist ,a“ Art von ,b*“ und ,,a“ auch Art von ,c“, so ist ,a“ Art von ,,b und c“

A10 Tst ,a“ Art von ,c“ und ,b“ Art von ,,c“, so ist ,a oder b“ Art von ,c

Aufgrund des sehr weit gefafiten Begriffes vom Begriff sind auch Urteile, da meinbar, durch Begriffe reprisen-
tierbar. Dazu dienten auch die besonderen Definitionen in der formalen Sprache. Die Axiomatik enthélt aber
keine speziellen Regeln zur Behandlung dieser Beziehungsbegriffe. Wir werden daher diese Moglichkeit, die
die Begriffslogik bietet, ja, die geradezu die Logik ausmacht, zunédchst nicht nutzen, und BL typisch verbands-
theoretisch, also lediglich wie den Kalkiil BVE interpretieren. Diesen, in seiner formalen Sprache reduzierten
Kalkiil wollen wir BVS nennen.

Das aristotelische i- und o-Urteil lassen sich mit der obigen Axiomatik fiir BL zun4chst nicht erfassen, denn
das o-Urteil ist die Negation des a-Urteils und das i-Urteil ist die Negation des e-Urteils. Fiir die Negation
von Urteilen gibt es in BL keine Axiome.

Diese vorgelegte Axiomatik zielt aber zundchst nur auf die Beziehung , Begriffslogik - Boolescher Verband*,
in einer Erweiterung wird die Behandlung der restlichen Urteile ebenfalls méglich sein.

Andererseits zeigte die Betrachtung der Venn-Diagramme, dafl es noch weitere Unterordungen gibt, die in
dieser Form nicht so einfach, d.h. ohne negierte Begriffe und einheitliche Begriffsfolge, von den aristotelischen
Urteilsformen abgedeckt werden, nidmlich @ < b und @ < b, bzw. deren Negationen. In neuerer Zeit wurde

daher die aristotelische Urteilssystematik erweitert, z.B. in [6]:

&-Urteil Alles an A ist an B ( Alle B sind A )
é-Urteil Alles an A ist nicht an B
6-Urteil Etwas an A ist nicht an B ( Einige B sind nicht A )

1-Urteil Etwas an A ist an B

d- und 6-Urteil sind dabei noch gut zu fassen, denn sie lassen sich relativ einfach in a- bzw. o-Urteile
umformen. Das é-Urteil driickt dagegen aus, dafl die Begriffe A und B keinen gemeinsamen Inhalt haben
( mit der Ausnahme, dafl beide meinbar sind ), was man mit einer nahezu totalen Undhnlichkeit iibersetzen
kénnte. Das 1-Urteil bedeutet dagegen, dafl die Begriffe A und B iiber die Meinbarkeit hinaus gemeinsamen

Inhalt haben, sich also in einem abstrakten Sinne dhnlich sind.

4.2.4 Hilfssatze

Nun werden einige spiter niitzliche Hilfssétze bewiesen. Diese Beweise liegen sdmtlich in der sogenannten

Baumform vor. Die Baumform ist wie folgt definiert: An der Wurzel liegt die Konklusion, an den Blattern
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die Prdmissen oder aber Grundformeln. Dazwischen sind einzelne Ableitungschritte von den Blattern zu der
Waurzel hin durch einen waagerechten Strich gekennzeichnet, der die Anwendung einer Grundregel oder aber
einer abgeleiteten ( vorher bewiesenen ) Regel anzeigt. Dabei ist die Reihenfolge der Pramissen unerheblich,
ebenso ist eine beliebige Vervielfachung der Pramissen und Grundformeln méglich. Diese Darstellungsform
erlaubt eine sehr anschauliche Darlegung der einzelnen Beweisschritte.

Um auch in der linearen Darstellung einen Ableitungszusammenhang kennzeichen zu kénnen, wird das Zei-
chen F eingefiihrt, wobei a F b bedeutet, daf aus a b abgeleitet werden kann. 4 kennzeichnet dementsprechend

einen Ableitungszusammenhang in der umgedrehten Richtung.

Satz 4.3 (Transportationsregel von Peirce) Es gilt:
(a) a<b+cHa-b<c
b)ya<bt+cdra-b<ec

Bewels:

(a)

A2 A3 A3
a-b<a a§b+cA6 b<c+b cSc—}—bAlO A2 A3
a-b<b+e — bb—l—c§c+bA6 a~3§£<3§%+3A6
a _C+ _ _ a- _C+ A9 Ab _
a-b<(c+b) -(c+b) (c+b)~(c+b)§cA6
a BSC
A2 A3 - A3
a-b<b b<b+ec a-b<c c§b+cA6
A5 a-b<b+c A6 a~3§b+cA10
a< (a-b)+(a-b) (@a-b)+(a-b)y<b+ec
a<b+ec A6
(b)
A2 _ A3 A3
b < <b b < b c< b
A2 A3 QP2a A20HC yp PRI C2CHD 4y
a-b<bh bSC+bA6 a-b<b+e b+c§c+bA6
b<c+b b<c+b
a-b<c+ _ a-0<c+ A9 A5
a-b<(c+b) (c+b) (c+b)-(c+b)<e
= — A6
a-b<e
A3 A2 A3
a b§;<%§b+cA6 a bggb<bz§b—|—cA6
A5 a-b<o+c _ahshFe 4
a<(a-b)+(a-b) @+ B<ire
a<b+ec
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Satz 4.4 Es qilt:

(a) a+0=a
(b) a-0=0
(c)a-1=a
(d)a+1:1
Beweis

A4 A3
a+1<1 1<a+1

at+1=1

AT

Satz 4.5 Es gilt:

(a)a<bdra-b<0
(b)a<bdra-b<0
(c)a<bdr1<a+b
da<bd-1<a+b

Bewels:
(a)
A3
a<b b<b+4+0

Ab
<b+0
%Satzélﬁ
a-b<0
ico . S0
a-o< . + 0= o
a<b+05atz4.3 b—I—OSbAS

a<b A6
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_ A3
<b b<b4+0
— <Bjr0+ A6
a
4 5<0 Satz 4.3
Satz 4.4
-b<0 b =
i S T
= _ =~ A6
a<b
(c)
A2
1-a<a aSbA6
T<ath atz 4.
1N A% | <atb
a- a - a <a )
gqtlz:él.él a-1<1-a A 1-a<b jgtz 4.3
a<a 1A8 a~1§bA6
a<b
(d)
1A2 b
ca<a a<
La<h StAi?)
[<ath atz 4.
A4 A2 L < ;
Satz 4.4 a~1_§1 a~1_§aA9 __a—l— Satz 4.3
a-l=a a-1<1-a 1 SbA6
a<a 18 T1<b
a<hb
n
Satz 4.6 Es qilt:
(a) a-@a<o0
(by1<a+a
Bewels:
(a)
<A3 0
a<a+ _
mSatzll.a
(b)
A2
l-a<a

m Satz 4.5
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n
Satz 4.7 (Doppelte Negation) Es gilt:
a=7a
Beweis:
Al Al
ac.tagj(] Satz 4.5(a) 12%1 . Satz 4.5(c)
=— Satz 4.5(b) = Satz 4.5(d)
a<a a<a
= — =— AT
a=a
n
Satz 4.8 (Kommutativitit) Fs gilt:
(a)a+b=b+a
(bya-b=b-a
Beweis:
(a)
Ab3 ; 14})3 ) A3 ) A3 )
a<b+ta <b+a <a+ a<a-+
a+b<b+a A10 b+a§a+bA7A10
a+b=b+a
(b)
A2 A2 A2 A
a-b<b <a b-a<a <b
= =— A9 = =— A9
a-b<b-a b-a< A7
a-b=b-a
n
Satz 4.9 Es qilt:
a-b-c=a-c-b
Beweis:
A2 A2
A9 a-b-c<b-c b~c§bA6
A9 a-b-c<c a~b~c§bA9
a-b-c<a a~b~c§c~bA9
a-b-c<a-c-b
A2 A2
A9 a-c-b<c-b c~b§cA6
A9 a-c-b<b a~c~b§cA9
a-c-b<a a-c-b<b cA9
a-c-b<a-b-c
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Satz 4.10 (Kontraposition) Es gilt:
a<bdFb<a

Bewels:

Satz 4.8(b)
ba=a-b

KAPITEL 4. BEISPIELANWENDUNGEN

a<b

= Satz 4.5(a)
a-b<0

A6
4.5(b)

a

a

Satz 4.11 Es gult:
(a)a-b<ca-
(b)a<b+cH-zc

e<
<b+a

Bewels:

(a)

b<0

Satz 4.5(a)

<b

a-b<c
B2 <0 Satz 4.5(a)
A6

a

a-eb<0 Satz 4.5(b)

>~

<b

a-c .
@750 Satz 4.5(b)

a<b+

A6

a-be<0 Satz 4.5(a)

Satz 4.8(a)
b+c=c+b

b+c<c+b 48

C

a<c+b

A6

ac<b Satz 4.3

a<b

=<axth Satz 4.3

A
6 Satz 4.8(a)

a+b<b+a

c<bta A6
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Satz 4.8(a)
b—i—a:ﬁ—i—bAS
Satz 4.8(b) c<bta b+a§ﬁ+bA6
Q-c=Ca ,q C2aHD Gts a3
a-t<¢-a E-aSbAgz
a-c<b Satz 4.8(a)
———— Satz 4.3
a<c+b c+b§b+cA6
a<b+ec
n
Satz 4.12 (De Morgan) Es gilt
(a)a-b=a+b
(bya+b=a-b
Beweis
(a)
A3 A3
a<a+b b<a+b
———— Satz 410 ————= Satz 4.10
a+b<a a+b<b
= = =— A9
a+b<a-b
Satz 47T _,_42_ Satz i.7 _42 3
_ = a-b<a b=b .. a-b<b
=4 48 ——= Satz 4.10 -~ A8 ——=—— Satz 4.10
a<la a<a-b b<b b<a-b
= — A6 = — A6
Satz 47 a<a- _ b§a~bA10
a-b=a-b b<a-b
Th=Th 45 2= Satz 4.10
a-b<a-b a-b<a+b
= = = A6
a-b<a+b
(b)
a<u+d Satz 41 5 7y it
—— Satz 4.10 g:aAS —— Satz 410 =—— A8
a+b<a a<a +b6<b b<b
E— = A6 E— = A6
atb<a _ a+b§bA9 Stztz4.7_
at+b<a = — =
THP29 0 Garz 410 arb=ath
<a+b at+b<a+b
a <a+ ___ _ a+b6<a+ A6
b b
A2 A2
a-b<a a-b<b
——— Satz 4.10 ——=——= Satz 4.10
a<a-b b<a-b
= —— A10
at+b<a-b
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4.2.5 Begriffslogik - Boolescher Verband

Satz 4.13 Die vorgelegte begriffslogische Aziomatik ist ein Boolescher Verband, wenn man < mit C dber-

setzt, sowie - mit M, + mit U, 0 mit 0, 1 mit 1 und ~ mit .

Beweis: Es ist nachzuweisen, daf sich alle Axiome des Booleschen Verbandes aus den Axiomen der Be-

griffslogik nach Ubersetzung ableiten lassen.

(Vla)
A3 A3
A3 A3 b<a+b a—}-bg(a—i—b)—i—cAG A3
a<a+b a+b<(a+b)+ec b<(a+b)+ec e<(a+b)+e
> = A6 — — Al0
a<(a+b)+ec b—}—cS(a—}—b)—}—cAlO
a+ (b+e)<(a+b)+ec
A3 A3
A3 b<b+c b+c<a+(b+c) A6 A3 A3
a<a+(b+e¢) b<a+(b+c¢) n e<b+ec b—}—cga—}—(b—}—C)A
a+b<a+(b+c) 0 c<a+(b+ec) A0 6
(a+b)+e<a+(b+c)
(V1b)
A2 A2
: a-(b-c)<a-b a-b<b .
A2 (b-e) < <b A2 A
a-(b-¢)<a a-(b c)SbAg a-(b-e)<b-c bc<cA6
a-(b-e)<a-b a-(b C)SCA
a-(b-e)<(a-b)-c )
A2 A2
A9 A9 (@a-b)-c<a-b a bSbA6 A9
(a-b)-c<a-b abSaA (@a-b)y-c<b ab)~c§cA
(a-b)-c<a 6 (a-b)-c<b CA 9
(a-b)-c<a-(b-c) 9
(V2a)
Bereits durch Satz 4.8 bewiesen.
(V2b)
Bereits durch Satz 4.8 bewiesen.
(V3a)
Al A3
A9 a<a aSa—}—bAg
a-(a+b)<a a<a-(a+b)
= AT
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(V3b)
Al 1[;{2
a<a a-b<a .
—Alo A3
T n<a M a<ai(a
a=a+(a-b)
(V4a)
A3 A3
a-b<(a-b)+(a-c a-c a-b)+(a-c
%<%Sat2 4.11 %<) Satz 411 _Satz 4.12
a-(a +(a-c a-la +(a-c C .=
) ) - ) ) 49 Ec b+cA8
a-(a-b)+(a-c)<b.C b-E§b+cA6
a-(a-b)+(a-c)<b+c s AL
t .
a-(b+c)<(a-b)+(a-c) "7
A2 A3 A2 A3
A2 A9 a-b<b b<b+c 6 a-c<c c<b+c A6
a-b<a a~c<aA10 a-b<b+c a~c§b—|—cA10
a-b)+(a-c)<a (ab)+(a-c)<(b+c)
(@b +(@c)<a-b+o) 49
(V4b)
A2 A3 A2 A3
A3 A3 b-c<b b<a+b 6 b-c<ec c§a+cA6
a<a+b aga—l—cAg b-c<a+bd b-c<a+c
a<(a+b) (a+c) b-c<(a+b) (a+c)
- - - A10
a+ (b < (@th (@to
A2 A2
atc)<a4+b a -+ at+c)<a-dc
_Satz 4.12 E —( )< = Satz 4.11 E b —( ) Satz 4.11
'c=b+EA8 b<a+(a+b) (a+c) c<a —|—(a—|—b)~(a—|—c) L0
b-c<b+@ b+c<a+(a+bd) (a+

— e — A6
b-c<a+(a+b) (a+c)

(a+b)-(at+c)<a+(b-c)

Satz 4.11

Die begriffslogische 0 ist ein Nullobjekt eines Verbandes, denn sie erfiillt nach Ubersetzung gemiB Satz 4.4
dessen Definition.

Die begriffslogische 1 ist ein Einsobjekt eines Verbandes, denn sie erfiillt nach Ubersetzung gemiB Satz 4.4
dessen Definition.

Die eindeutige begriffslogische Negatoperation erfiillt mit Satz 4.6 die Komplement-Definition der Verbands-
theorie.

Auch hier mufl wieder die Substitutionsregel des Booleschen Gleichungskalkiils bewiesen werden. Der Beweis
ist jedoch (nach Ubersetzung) identisch mit dem Beweis aus Satz 4.1, deshalb soll er hier entfallen. Das gilt
allerdings nur fiir den Kalkiil BVS| nicht fiir BL, denn dann miifite die Substitutionsregel auch noch fiir
die , Verkniipfungszeichen“ ,<“ bzw. ,=“ bewiesen werden, wofiir die vorgelegte Axiomatik aber keine

Moéglichkeiten bietet.
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Satz 4.14 FEin Boolescher Verband ist eine Begriffslogik, wenn man T mit < dibersetzt, sowie M mat -, U
mit +, 0 mit 0, 1 mit 1 und =~ mat .

Beweis: Es ist nachzuweisen, daf} sich alle Axiome der Begriffslogik aus den Axiomen des Booleschen

Verbandes nach Ubersetzung ableiten lassen.

Grundformel (A1) entspricht nach Ubersetzung Axiom (H1).
Die Grundformeln in (A2) und (A3) sind nach Ubersetzung durch Definition 2.9 abgedeckt.
Die Grundformeln in (A4) sind nach Ubersetzung durch Definition 2.8 abgedeckt.
Die Grundformeln in (A5) sind nach Ubersetzung durch Satz 2.25 bewiesen.
Die Grundregel (A6) entspricht nach Ubersetzung Axiom (H3).
Die Grundregel (A7) ist nach Ubersetzung durch Satz 2.16 bewiesen.
Die Grundregeln in (A8) sind nach Ubersetzung durch Satz 2.16 bewiesen.
Die Grundregeln in (A9) und (A10) sind nach Ubersetzung durch Satz 2.10 bewiesen.

L]
Die Bezichung < (auch Unterordnung genannt) ist also eine Halbordnung im Sinne des Booleschen Halb-
ordnungskalkiils (H1-H6).
Es hat sich aber auch gezeigt, daff die Axiome (H4) und (H6) durch die schwicheren Axiome A5a und Abb
ersetzt werden kénnen und trotzdem noch die Distributivitidt gewéhrleistet bleibt. Diese Axiome bilden aber
nicht die einzige Méglichkeit, (H4) und (H6) zu ersetzen. Beziiglich des Unterordnungskalkiils sind z.B. die
Regeln

a<bdra-b<0unda<bd-a-b<0
oder auch die Regeln
a<bFa-b<0,a-b<0Fa<ba<bFl<at+bundl<a+brFa<b

mit den Axiomen Ab dquivalent.

4.2.6 Eine erweiterte Begriffslogik

Der bisher eingefithrten begriffslogischen Axiomatik fehlen die partikuldren Beziehungen, d.h. die Nega-
tionen der universellen Beziehungen. Die Negation der Art-Gattungsbeziehung entspricht dem klassischen
aristotelischen o-Urteil, daB i-Urteil kann geschrieben werden als @ £ b bzw. a - b £ 0. Zur Darstellung der
klassischen Begriffslogik ist also mehr notwendig als die pure Art-Gattungsbeziehung.

Auch mit den Venn-Diagrammen kann man die negierte Unterordnung beherrschen, d.h. es besteht in dieser

Hinsicht durchaus Handlungsbedarf fiir die bisherige begriffslogische Axiomatik. Eine Méglichkeit wére, das
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Axiomensystem um Regeln fiir die Negation der Unterordnung zu erweitern. Die entsprechenden Regeln
wiirden nach dem Verfahren der sogenannten ,inkonsistenten Triade“, bzw. der Kontraposition entwickelt
werden, welches einer zweimaligen Anwendung der Peirce-Regel entspricht. Dabei wird die negierte Konklu-
sion zur Pramisse und eine der Pramissen wird negiert zur Konklusion. Eine Anwendung auf die Grundregeln

A6 bis A10 ergibt

-A6-a<bafdetbLe
-A6-b<ciafetlasLhd

-AT-a<ba#bFbLa
AT-b<a,a#blaLb

-A8-afbta#b
-A8-bLata#b

-A9-a<bafb-ckasfe
-A9-a<cafb-chafb

-A10-a<cia+bLekFbLe
-A10-b<cia+bLekasfe

und erzeugt einen Kalkiil, den wir BVS'Z oder BLS'Z nennen wollen, je nach Interpretation der formalen
Sprache.
Die Giiltigkeit dieser Regeln in Venn-Diagrammen kann man einfach beweisen, indem man die Pramissen in

die Diagramme eintragt, und dann feststellt, dafl die Konklusionen jeweils folgen.

Es gibt jedoch noch eine andere Mdglichkeit, die negierten Unterordnungen zu erhalten. Diese Mdoglichkeit
wird représentiert durch zwei spezielle Regeln, die Deduktions- A11 und die Abtrennungsregel A12 in jeweils

zweifacher Ausfertigung. Diese Regeln stellen eine Verbindung zwischen der Unterordnung ,,<“ und der

Ableitbarkeit ,F“ her:

A1, Ao, .. AnF B

All A, A, A, <B
A Ay ... A, <B =

N A, Asy. . Ay Ay -As-.. Ay < B Ay -As ... A < B
B Al As,. A F B

Die Axiome A1l und A12 definieren, dhnlich wie bei der Einfiihrung in die Verbandstheorie, einen Hinter-

grundkalkiil, in den die Begriffslogik eingebettet ist. Diese Axiome kénnen aber nun so interpretiert werden,
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daf} es sich bei dem Hintergrundkalkiil wieder um den Vordergrundkalkiil selbst handelt. Die zusétzlichen

Axiome kénnen wie folgt gelesen werden:

A1l Die Deduktionsregel ist zu lesen als: Ist aus den Annahmen A; bis A, die Formel B abgeleitet, so
gewinnt man unter ,Beseitigung® dieser Annahmen ( das deutet die Klammerung der A; bis A, an )
die nun im Kalkiil ableitbare Formel A;-As-...-A;, < B; oder anders: Aus dem Beweis A, As,
...Ay, F B gewinnt man die Formel A;-As-...-Ay, < B.

A12 Die Abtrennungsregel ist zu lesen als: Aus Ay, Aa, ... A, sowie Aj-Ay- ...-A, < B ist B ableitbar;
oder: Aus der Formel A;-As-... A, < B gewinnt man die Ableitung, den Beweis, die Regel A1, As,
...A, F B.

Satz 4.15 FEs qilt:
(atb)F (b+a)

Bewels: Ch
-2 411
a<b
TO Satz 4.5
CEE.T__ Satz 4.5
=2 A12
bFa
n
Satz 4.16 (inkonsistente Triade) Fs gilt:
(a,bFc)F (a,cFb)
Bewels:
a,blec 4
a-b<ce 1
—— Satz 4.11
a-c<b
=— A12
a,ckb
n

Es ist also moglich, die Kontraposition bzw. die ,inkonsistente Triade“ nachzubilden. Eine offene Frage
ist natiirlich noch, ob der Kalkiil BVS:Z der durch Anwendung der inkonsistenten Triade nur auf die
Grundregeln entsteht, gleichméchtig ist mit dem Kalkiil der um die Axiome A1l und A12 erweiterten
Begriffslogik, wenn diese zusétzlichen Axiome ausschliefflich fiir die inkonsistente Triade bzw. Kontraposition
eingesetzt werden. Die eine Richtung ist bereits erledigt, denn die Axiome -A6- bis -A10- wurden ja durch
Anwendung der inkonsistenten Triade erzeugt. Die andere Richtung ist ungleich schwieriger und wird hier

lediglich durch ein Konstruktionsverfahren plausibel gemacht. Gegeben ist also ein Beweis mit ausschliellich
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unnegierten Beziehungen, sowie eine durch Kontraposition erzeugte Variante mit negierten Beziehungen. Der
urspriingliche Beweis wird zunéichst soweit erweitert, bis nur noch Grundregeln angewendet werden, d.h. alle
Hilfssatzanwendungen werden aufgelost. Der Beweisast, der sich an die unnegiert gebliebene Pramisse oder
Pramissen anschlieft (falls vorhanden), bleibt unverdndert. Fiir die anderen einzelnen Beweisschritte werden
Jeweils die entsprechenden kontraponierten Grundregelanwendungen eingesetzt, wobei es gelegentlich zwei
Varianten geben kann. Anschlieffend werden die Beweisschritte in umgekehrter Reihenfolge angeordnet, und
jeweils die passende Variante herausgesucht. So ergibt sich ein nur auf den Axiomen des Kalkiils BVS/#
basierender Beweis fiir jeden durch Kontraposition/inkonsistente Triade mittels A1l und A12 erzeugten

Beweis.

Dariiber hinaus bieten die Axiome A1l und A12 aber auch noch eine Reihe weiterer Moglichkeiten, denn
die Verbindung von Unterordnung und Ableitbarkeit ist noch anderweitig nutzbar. Die Méglichkeiten dieser
um die Axiome A1l und A12 erweiterten Begriffslogik (der Kalkiil wird BL" genannt) gehen vor allem im
Bereich der Beziehungsbegriffe iiber den Bereich der normalen Begriffslogik hinaus. Ansonsten ergeben sich
keine Anderungen, denn die durch die Axiome erzeugte Beziehung zwischen der Ableitbarkeitsbeziehung und
der Art-Gattungs-Beziehung zeigt ja, dafl auf der hoheren Ebene im Prinzip die gleichen Axiome gelten.
Die Begriffslogik einschliefilich A11 und A12 ist allerdings in bezug auf ihre Moglichkeiten , starker” als die
Venn-Diagramme einschliefilich Streichen und ,,Sternen“. Zumindest teilweise simulierbar wére das Wirken
der Regeln A11 und A12 durch die parallele Anwendung mehrerer Venn-Diagramme auf den verschiedenen
Ebenen. Die Venn-Diagramme bieten zudem keine ordentliche Méglichkeit, ,,<“ als Verkniipfungszeichen zu

behandeln, sie entsprechen also eigentlich dem Kalkiil BVS/£,

4.3 Die Aussagenlogik

Im Gegensatz zur Begriffslogik untersucht die Aussagenlogik nicht Verkniipfungen von - und Beziehungen
zwischen - Begriffen, sondern Verkniipfungen von - und Beziehungen zwischen - Urteilen. Wahrend sich in
der Begriffslogik Urteile als aus Begriffen zwischen denen eine Beziehung besteht, zusammengesetzt dar-
stellen, sind die Urteile in der Aussagenlogik atomare, d.h. nicht weiter zerlegbare Gebilde. Diese atomaren
Bestandteile kénnen wahr oder falsch sein. Gegenstand der Aussagenlogik ist, wie sich die ,, Wahrheitswerte®

der atomaren Bestandteile zu Wahrheitswerten komplexer sprachlicher Gebilde fortsetzen lassen.
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4.3.1 Syntaktische Definition der Aussagenlogik

Grundzeichen A B C ... Variablen
0 1 Konstanten
- & Beziehungszeichen
-V A Verkniipfungszeichen
Ausdriicke Terme

1. Zeichen des Alphabetes (Variablen und Konstanten), die
auch (mehrfach) mit Indizes oder Exponenten (aus dem
Alphabet) versehen sein diirfen.

2. Sind S und 7" Terme, so auch SAT und SV T;ist S ein

Term, so auch —S.
3. Ist S ein Term, so ist S auch eine Formel.

Formeln

1. Zeichen des Alphabetes, die auch (mehrfach) mit Indizes

oder Exponenten (aus dem Alphabet) versehen sein diirfen.
2. Sind S und T Terme, so sind S — T und S < T Formeln.

3. Sind A und B Formeln, so auch A - B, A & B, AA B,
AV B;ist A eine Formel, so auch —A.

Die eindeutige Lesbarkeit der Ausdriicke wird nétigenfalls durch Setzen von Klammern gewéhrleistet.

In dieser Beschreibung scheint entweder die Kategorie Formel oder die Kategorie Term iiberfliissig zu sein.
Diese Darstellung wurde jedoch bewufit gewahlt, um deutlich zu machen, daf zusétzlich zu den Bedingungen
der formalen Sprache der Begriffslogik in der Aussagenlogik noch gilt, dafl alle Terme auch Formeln sind. Da
in der Begriffslogik bereits alle Formeln wie Terme behandelt werden durften, werden diese beiden Begriffe

hier damit tatséchlich dquivalent. Damit werden dann auch alle Verkniipfungszeichen zu Beziehungszeichen.

Diese syntaktische Definition der Aussagenlogik enthélt im Prinzip nur die Beschreibung der formalen Spra-

che. Sie ist im gewissen Sinne nicht vollstdndig, und daher bendtigt man zusétzliche Definitionen.

4.3.2 Semantische Definition der Aussagenlogik

Die Elemente der Menge {0, 1} heifien Wahrheitswerte.
Eine Belegung ist eine Funktion A : D — {0, 1}, wobei D die Menge aller Formeln ist. A wird auch

Interpretation genannt. Dann gilt:
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I A(FAG) { , falls A(F) = 1und A(G) =
0, sonst

2. A(FVG) { , falls A(F) =1 oder A(G) =
0, sonst

. 1, falls A(F) =0
3. A(=F) = { 0, sonst

Die Beziehungszeichen — und ¢ sind wie folgt definiert:

F—>G als —FV(G
FeG as (FoGAG-oF)

Die Wirkung der Operationen A, V und — kann auch durch Verkniipfungstafeln dargestellt werden:
A(F) | AG) || A(FAG)

—_ o O O

A(FV G)

b
»—\»—noo/%\ —_—_ 0 O

—

b
»—\O»—noa = =)

—

=]

A(F) || A(=F

Aus der Definition von A(F) a8t sich erkennen, dafl das Symbol ,A“ das umgangssprachliche Wort ,,und*,
, V¢ das ,oder“ und ,,—“ das Wort ,,nicht“ modelliert. Mit Hilfe von A bildet man also die zunéchst ,,bedeu-

tungslosen® Ausdriicke der syntaktischen Definition der Aussagenlogik in einen Bereich ab, in dem sie eine

Bedeutung haben.

Auch die Beziehungszeichen — und ¢ lassen sich durch ,,Verkniipfungstafeln“ darstellen:

A(F) | AG) || A(F = @)
0 1
1 1
0 0
1 1

»—n»—noo%\ —_—_- 0 o
—

AG) | A(F & G)
0
1
0
1
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»— steht fiir ,impliziert“ oder auch ,,wenn dann®, wiahrend ,,<+“ fiir ,genau dann wenn“ steht.

Definition 4.1 (giiltig, erfiilllbar) Sei F eine Formel und A eine Belegung. Falls A fir alle in F vor-
kommenden atomaren Formeln definiert ist, so heifit A zu F passend.

Gibt es eine passende Belegung A zu F mit A(F) = 1, so heifit F' erfiillbar, sonst unerfillbar.

Gilt fiir jede passende Belegung A zu F: A(F) =1, so heifit F' giiltig oder auch Tautologie.

4.3.3 Eine Axiomatik der Aussagenlogik

Auch fir die Aussagenlogik kann man ein Axiomensystem zur Ableitung aussagenlogischer Ausdriicke auf-
stellen. Das im folgenden vorgestellte Axiomensystem beruht auf der bisherigen formalen Sprache. Es basiert
lediglich auf den Zeichen — und — und stammt bereits von G. Frege, wurde allerdings von J. Lukasiewicz
und A. Tarski [18] vereinfacht. Die anderen Zeichen werden mittels zusétzlicher Axiome aus diesen definiert.
Es gibt zahlreiche andere Axiomensysteme, die sich aber letztlich alle als dquivalent erwiesen haben.

A A— B

U1 A— (B—4) U4 B

U2 A= (B-0C) = (A= B)=(A=0))

U3 (-A—-B)— (B —A)

Bei dem Axiom U4 handelt es sich um den bekannten ,,modus ponens“. Mit Hilfe eines solchen Axiomen-
systems ist es moglich, alle und nur, Tautologien abzuleiten ( Korrektheits- und Vollstandigkeitssatz der
Aussagenlogik, Hilbert-Ackermann [19] ).

Man muf sich fragen, warum in iiblichen Darstellungen der Aussagenlogik nicht von Anfang an eine ordentli-
che syntaktische Definition der Aussagenlogik eingefiihrt wird, die z.B. obiges Axiomensystem enthilt. Dann
kénnte man auf die gesamte semantische Definition verzichten, denn diese enthélt eine wichtige Grundfiktion.
Man tut so, als wiiffite man in geniigenden Mafle, wie man in der Umgangssprache mit den Wértern ,,und®,
»oder und ,nicht“ umgeht. Dabei zeigt allein die Diskussion um das ,,oder* ( ausschliefilich oder nicht ? ),
dafl dem nicht so ist. In einem gewissen Sinne ist auch die Umgangssprache ein Kalkiil, die Abbildung der
bedeutungslosen syntaktischen Ausdriicke in den Bereich der Umgangssprache eine Art Ubersetzung in eine
anderen Kalkiil, und zwar in einen wesentlich starkeren. Im Prinzip hat man das Problem also nur in einen

anderen Kalkiil verschoben, in Wirklichkeit aber nichts gewonnen.

4.3.4 Aussagenlogik - Boolescher Verband

Satz 4.17 Die vorgelegte aussagenlogische Aziomatik ist ein Boolescher Verband, wenn man — mit C

tbersetzt, sowie A mit 1, V mit U, 0 mit 0, 1 mit 1 und = mat —.
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Beweis: Es ist nachzuweisen, dafl sich alle Axiome des Booleschen Verbandes aus den Axiomen der Aus-
sagenlogik nach Ubersetzung ableiten lassen. Um uns das Leben zu vereinfachen, werden wir den Korrekt-
heitssatz und den Vollstandigkeitssatz von Hilbert-Ackermann benutzen. Es geniigt also nachzuweisen, daf3

die Axiome des Booleschen Verbandes nach Ubersetzung Tautologien sind.

(Vla)
AF) | AG) | A(H) || A(FVG) | A(FVG)V H)| AGVH)|AFV(GVH) | A(FVG)VH
< FVv(GVH))
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 1 1 1 1
0 1 0 1 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 1 0 1 1
1 0 1 1 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
(V1b)
AF) | AG) | A(H) || A(FAG) | A(FAG)AH) | AAGGAH) | A(FA(GAH)) || A(FAGYAH
< FA(GAH))
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 0 1
0 1 0 0 0 0 0 1
0 1 1 0 0 1 0 1
1 0 0 0 0 0 0 1
1 0 1 0 0 0 0 1
1 1 0 1 0 0 0 1
1 1 1 1 1 1 1 1
(V2a)
AF) | AG) || A(FVG) | A(GVF) || A(FVG & GV F)
0 0 0 0 1
0 1 1 1 1
1 0 1 1 1
1 1 1 1 1
(V2b)
AF) | AG) || A(FAG) | A(GAF) || A(FANG & GAF)
0 0 0 0 1
0 1 0 0 1
1 0 0 0 1
1 1 1 1 1
(V3a)
AF) | AG) | AFVG) | A(FA(FVG) & F)
0 0 0 0
0 1 1 0
1 0 1 1
1 1 1 1
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(V3b)
A(F) | AG) | A(FAG) || A(F V (F AG) & F)
0 0 0 0
0 1 0 0
1 0 0 1
1 1 1 1
(V4a)
A(F) | A(G) | A(H) || A(GVH) | A(FA(GVH)) | A(FAG) | A(FAH) | A((FAG)V(FAH)) A(FA(GVH)
< (FAG)V(FAH))
0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 1 1 0 0 0 0 1
0 1 0 1 0 0 0 0 1
0 1 1 1 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0 0 0 1
1 0 1 1 1 0 1 1 1
1 1 0 1 1 1 0 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
(V4b)
A(F) | A(G) | A(H) || A(GAH) | A(FV(GAH)) | A(FVG) | A(FVH) | A((FVG)A(FVH)) A(FV(GAH)
< (FVG)A(FVH))
0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 1 0 1
0 1 0 0 0 1 0 0 1
0 1 1 1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 1 1 1 1 1
1 0 1 0 1 1 1 1 1
1 1 0 0 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
Grofites/Kleinstes Objekt
AF) || A(FVO0) || A(FVO0 & A) AF) | A(FALD || A(FAL & A)
0 0 1 0 0 1
1 1 1 1 1 1
Komplement
A(F) || ACF) | A(FV=F) || A(FV=F 6 1) A(F) | AGF) | A(FA=F) || A(FA=F 0)
0 1 1 1 0 1 0 1
1 0 1 1 1 0 0 1

Auch hier wére noch die Substitutionsregel des Booleschen Gleichungskalkiils zu beweisen. Dieser Beweis
geht jedoch nicht {iber den Beweis in Abschnitt 4.1.2 hinaus, da es eine Beziehung zwischen ,—* und , V*
bzw. ,—* gibt, die den Beweis auf die ,normalen® Verkniipfungszeichen reduziert.

L]
Die Aussagenlogik ist ein Boolescher Verband. Die andere Richtung gilt nicht, denn ein Boolescher Verband
bietet bereits rein von seiner formalen Sprache her keine Mglichkeit, einen einzelnen Term als Voraussetzung
oder Ergebnis einer Ableitung zu bekommen. Dort gibt es immer nur Formeln, also Ausdriicke der Form

a=>boder aCb.
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4.3.5 2-wertige Boolesche Verbinde

Ein aussagenlogisches Urteil ist entweder wahr oder falsch, etwas formaler: Fiir jedes Objekt a gilt: Es ist

a =1 oder a =0.

Versucht man dieses Verhalten auf der Basis eines Booleschen Verbandes in Regeln zu gieflen, so erhdlt man

z.B.:

a
I
o

a#1
a=10

a
N
—

»Wenn a gleich 0 ist, dann ist @ ungleich 1, und umgekehrt

Andere Varianten ergeben sich durch Kontraposition der Regeln. Mit diesen Regeln erreicht man, dafl sich
der Bildbereich Boolescher Funktionen auf zwei speziell ausgezeichnete Werte reduziert. Nachwievor gibt es
aber keine Mé&glichkeit, Ausdriicke zu erzeugen, die keine Beziehungszeichen enthalten. Die Zweiwertigkeit

geniigt also noch nicht, um die Aussagenlogik zu erhalten.

4.3.6 Das Urteilsprinzip

Wir haben gesehen, dafy die erweiterte Begriffslogik ein spezieller Boolescher Verband ist. Ebensolches gilt

fiir die Aussagenlogik, wobei Zweiwertigkeit zur Charakterisierung nicht ausreicht.

Der wesentliche Unterschied zwischen Begriffen und Urteilen ist, dafi letztere immer behauptet werden,
wahrend daf fiir Begriffe im allgemeinen nicht gilt. So ist z.B. die Frage nach dem Wahrheitswert des
Begriffes ,Hund“ ziemlich sinnlos, wohingegen diese Frage bei dem als Begriff betrachteten Urteil ,Alle
Hunde sind braun® durchaus Sinn macht.

Mit , Alle Hunde sind braun® stellt man eine Behauptung auf, ndmlich dafl der vorgelegte Satz wahr sei.

Dieses Prinzip, das sogenannte Urteilsprinzip, kann wie folgt charakterisiert werden:
Jedes Urteil A ist gleichbedeutend mit dem Urteil ,, A ist wahr® bzw. , A gilt“.

Formuliert man dieses Prinzip im oben vorgelegten begriffslogischen Kalkiil BL", so ergeben sich die folgen-

den Regeln:

A=1
Al3 A=1 A

-

Die Axiome der erweiterten Begriffslogik (A1 - A12) zuziiglich des Axioms A13 ergeben einen Kalkiil,

genannt BL! | der nach Ubersetzung mit der Aussagenlogik #quivalent ist. Dieser Beweis soll hier nicht
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gefiihrt werden, der interessierte Leser sei auf [8] verwiesen.

Dieses Ergebnis: ,Die Aussagenlogik ist eine spezielle Begriffslogik® 16st auch die seit Beginn bis zur
Mitte dieses Jahrhunderts sehr kontrovers und sehr polemisch gefiihrte Diskussion zwischen Begriffs- und

Aussagenlogikern, welches denn nun die ,richtige” Logik sei.

Uns ermdoglicht dieses Ergebnis eine einfache Einbindung der Aussagenlogik in den Bereich der durch Venn-
Diagramme zu bearbeitenden Booleschen Verbiande. Mit Hilfe des Urteilsprinzips werden Ausdriicke ohne
die , Beziehungszeichen® — und < in Formeln umgewandelt, die dann als Schraffuren in die Diagramme
eingetragen werden kdénnen. Sternung wird aufgrund der Zweiwertigkeit der Aussagenlogik nicht bendtigt.
Umgedreht kénnen die Schraffuren in den Diagrammen (Unterordnungen) auch wieder mit Hilfe des Urteil-
sprinzips in Terme der Aussagenlogik verwandelt werden.

Diese Operationen haben allerdings durch den Benutzer, den Interpreten der Diagramme zu geschehen.

Auf der einen Seite 148t sich also Begriffslogik mit Venn-Diagrammen durchfiihren, aber wie eben zu sehen
war auch Aussagenlogik. Man kénnte daher auf den Gedanken kommen, Begriffslogik und Aussagenlogik
wiren irgendwie dquivalent, was im Gegensatz zu der obigen Behauptung stdnde, daf3 die Aussagenlogik
eine spezielle Begriffslogik ist.

Aquivalenzbeweise zwischen zwei Kalkiilen gelten immer nur relativ zu der verwendeten Ubersetzung. Ist die
Ubersetzung sehr stark, wie z.B. durch das Einbauen zusitzlicher Axiome, die dann mittels der Ubersetzung
implizit angewendet werden, so ergeben sich Aquivalenzbeweise ohne jede Aussagekraft. So ist es auch im

Fall Aussagenlogik — Venn-Diagramm. Das verstirkende Axiom steckt als Urteilsprinzip in der Ubersetzung.

4.4 Der Klassenkalkiil

Die Aussagenlogik ist zur Darstellung derjenigen logischen Zusammenhénge ausreichend, bei denen die
Aussagen als ungetrenntes Ganzes betrachtet werden. Nicht jedoch ist sie geeignet, Begriffsverhaltnisse
darzustellen, wie dieses z.B. mit der Begriffslogik moglich ist.

Gelbst wurde das Problem z.B. durch einen Riickgriff auf die Teilmengenbeziehung der Mengenlehre, bzw.
auf andere Beziehungen zwischen Mengen. Dazu wurde die Mengenalgebra in die Aussagenlogik als Rah-
menkalkiil eingebettet.

In der Mengenalgebra sind Terme ( Verkniipfungen durch N, U und =) vollstindig getrennt von Formeln
( Bezichungen mit C oder = ). In logischen Kalkiilen darf man alle Formeln auch als Terme behandeln, in
einigen sogar auch alle Terme als Formeln. Diese Unterscheidung bietet eine interessante, rein syntaktische,

Unterscheidung von logischen und nicht-logischen Kalkiilen.
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Entsprechend ihres nicht-logischen Charakters war die logische Einbettung der Mengenalgebra also not-
wendig, um eine Logik zu erhalten. Zur Unterscheidung von der Mengenalgebra sagt man nicht ,Menge“,

sondern ,, Klasse“ und nennt den Kalkiil ,, Klassenkalkiil“.

Bei Hilbert-Ackermann [19] war eine Klasse der Individuenbereich, auf den die Klasseneigenschaften zutra-
fen. Der Individuenbereich ist jedoch im allgemeinen nur ein Teil des tatsichlichen Umfangsbereichs einer
Eigenschaft, eben nur die Individuen. Diese Klassendefinition fiihrt zu Problemen mit der Inhalts-Umfangs-
Relation ( mehr Inhalt - weniger Umfang und umgedreht ), wenn man Umfang mit Klasse gleichsetzt. Albert
Menne [21] korrigierte die Hilbertsche Klassendefinition, iibernahm andererseits aber Bolzanos Kritik an der

Inhalts-Umfangs-Relation, die auf einer solchen ,schiefen“ Inhalts- und Umfangsdefinition beruhte.

Die Klassenlogik ist also die Einbettung eines Booleschen Verbandes in einen spezielleren Booleschen Ver-

band. Beide Verbénde kénnen mit Venn-Diagrammen behandelt werden.

4.4.1 Mengenlehre und Elementbeziehung

Ublicherweise wird allerdings die Mengenlehre nicht, wie im Abschnitt 4.1 geschehen, auf der Basis der

Teilmengenbezichung, sondern auf der Elementbeziehung aufgebaut. Dieses geschieht oftmals wie folgt:

Man sagt zwei Mengen X und Y sind gleich, und schreibt X = Y, genau dann, wenn sie die gleichen
Elemente enthalten. Wenn eine Menge X nur aus Elementen besteht, die alle auch einer zweiten Menge Y

angehdren, so nennt man X eine Teilmenge von Y und schreibt X C Y.
Zwel besondere Mengen, die immer wieder auftauchen, haben spezielle Namen. Die eine nennt man Univer-
salmenge, sie ist definiert als die Menge aller Elemente des Untersuchungsbereichs. Jede Menge ist daher

Teilmenge der Universalmenge, die auch mit dem Symbol 1 bezeichnet wird.

Die andere Spezialmenge ist definiert als die Menge, die {iberhaupt kein Element enthélt, genannt Nullmenge

und auch mit dem Symbol 0 bezeichnet. Die Nullmenge ist damit Teilmenge von jeder Menge.

Eine Einsmenge ist definiert als eine Menge, die genau ein Element enthilt.

Jeder Menge X wird eine Komplementmenge X’ zugeordnet, die alle Elemente enthélt, die zur Universal-

menge, aber nicht zur Menge X gehoren.
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Die Menge X UY ist definiert als die Menge der Elemente, die entweder in der Menge X oder in der Menge

Y oder in beiden Mengen enthalten sind.

Die Menge X NY ist definiert als die Menge der Elemente, die sowohl in der Menge X als auch in der Menge
Y enthalten sind.

4.5 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde eine rein formale Unterscheidung zwischen nicht-logischen und logischen Kalkiilen
verwendet. Nicht-logische Kalkiile sind gekennzeichnet durch eine strikte Trennung zwischen Formeln und
Termen, zwischen Beziehungszeichen und Verkniipfungszeichen. Die Mengenlehre ist eine Anwendung eines
nicht-logischen Booleschen Verbandes, denn wenn X und Y Mengen sind, dann ist X C Y keine Menge,
sondern eine Teilmengenbeziehung, die nicht wieder als Menge interpretiert werden kann. Die Mengenlehre
1Bt sich daher in den Bereich der Kalkiile BV= bzw. BVE einordnen.

Logische Kalkiile sind dadurch gekennzeichnet, dafl Formeln wie Terme behandelt werden diirfen, d.h. dafl
Beziehungszeichen auch Verkniipfungszeichen sind. Das erlaubt in diesen Kalkiilen Ausdriicke der Form
(a < b) < (a < a+b). Dieses macht Sinn, denn eine Beziehung zwischen zwei Begriffen kann als ein
Beziehungsbegriff interpretiert werden, ist damit wieder ein Begriff, und eine Implikation zwischen zwei
Urteilen ist wiederum ein Urteil.

Der Kalkiil BL ist eine einfache Variante eines logisch interpretierten Booleschen Verbandes, denn er erwei-
tert nur die Moglichkeiten der formalen Sprache gegeniiber dem nicht-logischen Booleschen Verband, nicht
jedoch die Axiomatik. Erst der Kalkiil BL" erweitert dann auch die Axiomatik, indem er eine Verbindung
zwischen der Unterordnung und der Ableitungsbeziehung herstellt. Im Kalkiil BL ist dann auch bereits ein
Verkniipfungszeichen zum Beziehungszeichen geworden, ndmlich die Negation. Die Urteilslogik (hier Aussa-
genlogik), eine spezielle Begriffslogik durch Hinzufligung des Urteilsprinzips als weiteres Axiom, ist dadurch
gekennzeichnet, dafl dort alle Verkniipfungszeichen auch zu Beziehungszeichen geworden sind, bzw. daf} alle
Terme auch wie Formeln behandelt werden diirfen. Das erlaubt Formeln der Form ,A“ oder ,A A B“, die

alleinstehend in der Begriffslogik im allgemeinen keinen Sinn ergeben.

Die Venn-Diagramme stehen irgendwo neben dieser Kalkiilhierachie. Einerseits basieren sie auf dem Kalkiil
BVE| andererseits verfiigen sie mittels der Sternung iiber die Méglichkeit der Behandlung negierter Unter-
ordnungen. Die Venn-Diagramme bieten keine Moglichkeit, Beziehungsbegriffe zu behandeln, weshalb die
Anwendung der Diagramme auf den Kalkiil BL auf eine logische Interpretation des Kalkiils BVE beschriankt
bleibt. Aus dem Kalkiil BVE 148t sich jedoch der Kalkiil BVE'E bzw. BVS:Z entwickeln, der als zusitzli-

che Axiome die mittels inkonsistenter Triade bzw. Kontraposition verdnderten Grundregeln des Kalkiils BL
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enthilt. Dieser Kalkiil entspricht ziemlich genau den Méglichkeiten der Venn-Diagramme. Der Kalkiil BLF
bietet ebenfalls die negierte Unterordnung, iiberschreitet jedoch die Méglichkeiten von BVS/Z,

Die Aussagenlogik ist wiederum eine Spezialisierung des Kalkiils BL"™ zu BL!,, ndmlich durch Hinzufiigung
des Urteilsprinzips. Wird dieses Prinzip vom Nutzer der Diagramme von Hand angewendet, so kann auch
die Aussagenlogik in Venn-Diagrammen behandelt werden. Durch die Aquivalenz von ,,Formeln® und ,, Ter-
men® ist auch wieder die gesamte Behandlung des formalen Sprachaparates méglich, denn geschachtelte
Implikationen konnen in einfache Implikationen tiberfithrt werden. Auch dieses hat durch den Nutzer der
Diagramme zu erfolgen.

Denkbar ist auch ein gemischter Begriffs- und Urteilslogischer Kalkiil, in dem das Urteilsprinzip nur auf
Bezichungsbegriffe angewendet werden darf. Dieser Kalkiil, genannt BLY, ist eine Synthese von Begriffs-

und Urteilslogik.

Insgesamt 148t sich feststellen, dafi die Venn-Diagramme eine brauchbare Methode darstellen, den Bereich
der Booleschen Verbédnde zu bearbeiten. Den Mangel in der Behandlung von Beziehungsbegriffen in der
Begriffslogik kann man verschmerzen, denn die ,klassische“ Begriffslogik bietet eigentlich keine formalen

Mittel an, solche Ausdriicke auch nur geeignet aufzuschreiben, geschweigedenn zu behandeln.

Ganz deutlich sei hier auch noch einmal daraufhingewiesen, dal mit Venn-Diagrammen allgemeine, d.h.
nicht etwa nur zweiwertige, Boolesche Verbédnde behandelt werden kénnen. Es ist eine beliebte Geisteshal-

tung, Boolesche Verbande auf zweiwertige zu beschranken.
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Kapitel 5

Zur Geschichte der Venn-Diagramme

Die Geschichte der Venn-Diagramme ist, wenigstens zum Teil, auch die Geschichte der Logik, insbesondere
die Geschichte der graphischen Darstellung logischer Beziehungen, und die Geschichte der Verbandstheorie,
insbesondere die Geschichte der Booleschen Verbénde.

Allein mit diesem Thema kénnte man ganze Bénde fiillen, daher werden wir uns hier auf sehr grobe Uber-
blicke und kurze Ausschnitte beschrianken miissen. Auflerdem wird die Geschichte der Logik hier nur soweit
entwickelt werden, wie es notwendig erscheint, um deutlich zu machen, wie es zur Entwicklung der Venn-

Diagramme kam.

5.1 Eine kurze Geschichte der Logik

Die Geschichte der Logik im Abendland als eigene Wissenschaft beginnt im Prinzip mit den spédter zum
,Organon® zusammengefafiten logischen Schriften des Aristoteles. Auch im arabischen Raum gab es logische
Schriften, diese hatten jedoch kaum mafgeblichen Einflufi.

Aristoteles betrieb im wesentlichen Begriffslogik, es finden sich jedoch auch einige modale und sogar urteils-
logische Stellen in seinen Werken.

In der Scholastik wurde die Aristotelische Logik nahezu auf die Syllogistik und auf die Lehre vom hypo-
thetischen Schlufi reduziert, der syllogistische Bereich allerdings durch unnétigen Ballast erweitert ( Ka-
tegorienlehre, Suppositionslehre, u.a. ). Als solche wurde sie die klassische philosophische Logik, belastet
mit allen moglichen psychologischen, linguistischen und ontologischen Einfliissen. Als Konsequenz dessen
beschaftigten sich die mittelalterlichen Logiker mit lauter Problemen, die eigentlich nichts mit reiner Logik
zu tun hatten. Da war z.B. die Frage der Reihenfolge der Begriffe im i-Urteil, die Frage also, ob es einen Un-
terschied gibt zwischen: , Einige Pferde sind schwarz“ und , Einiges Schwarze ist Pferd“? Vom sprachlichen

Standpunkt ist das sicherlich sehr interessant, aber rein logisch ist es ohne jede Bedeutung. Dennoch wurden

69
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Schliisse eingefiihrt, die Riicksicht auf die Reihenfolge der Begriffe in den Urteilen nahmen, und machten

die Logik damit komplizierter, als es eigentlich notig gewesen wére.

Auf der anderen Seite finden sich bei den Stoikern, bei Philon und im Mittelalter bei Ramon Lull bereits
urteilslogische Ansétze. Im Grunde wurde allerdings nur Aussagenlogik betrieben, was eine zusétzliche eigene
Begriffslehre nétig machte, da Begriffsbeziehungen in der Aussagenlogik nicht addquat ausgedriickt werden
kénnen.

Mitte des 17. Jahrhunderts arbeitete Leibniz im wesentlichen begriffslogisch, wurde jedoch auch von Lull
beeinflufit, und obwohl er sich eine ,lingua universalis“ wiinschte, hatte er doch keinen wirklich geeigneten
Formalismus. Das ist der Grund fiir zahlreiche Fehler in den Leibnizschen Werken; Fehler, die spéter zu
Unrecht dem Konzept ,,Begriffslogik“ angelastet wurden.

Begriffslogik und Urteilslogik liefen praktisch parallel nebeneinander her, wobei die Begriffslogik allerdings
leichte Vorteile besaf3. Bis zur Mitte des 19. Jahrhunderts gab es kaum weitere bahnbrechende Entwicklungen
in der Logik.

Das dnderte sich mit Boole und De Morgan. Boole bahnte mit seiner ,, Algebra der Logik“ neue Wege, indem
er die Logik in einer von der Mathematik abgeleiteten formelartigen Weise darstellte. Booles Ansatz wurde
von vielen weiterentwickelt und von Schréder nahezu vollendet.

Booles Ideen fanden Anwendung sowohl in der Begriffs- als auch in der Urteilslogik, jedoch fiihrten sie
zundchst nur in der Urteilslogik zum Ziel, die Begriffslogik blieb weiter unformalisiert. Schroder versuchte
7.B. in spiteren Jahren die Undurchfiihrbarkeit einer ,Inhaltslogik®, die weitgehend mit der Begriffslogik
gleichgesetzt wurde, zu beweisen.

Frege leitete dann mit einem seiner wichtigsten Werke, das sinnigerweise den Namen ,,Begriffsschrift* trégt
und nichts mit Begriffslogik zu tun hat, den Siegeszug der Urteilslogik ein. Obwohl Freges graphischer
Kalkiil heute nicht mehr benutzt wird, setzte sich sein Konzept ,Das Urteil als Basis der Logik® durch.
Mafigeblich verantwortlich hierfiir sind Russell und Whitehead mit ihren ,,Principia Mathematica“. Nur die
Urteilslogik wurde ,,mathematisch“ formalisiert, die Begriffslogik aber blieb in den Hénden der Philosophen

und entwickelte sich nur unwesentlich weiter.

So kam es, dafl die Begriffslogik sehr bald in den Ruf geriet, veraltet, probleminaddquat und unbrauchbar
7u sein. Nicht etwa weil sie es wirklich war, sondern weil es unterlassen wurde, sie wie die Urteilslogik
geeignet zu entwickeln und zu formalisieren. Dieses ist inzwischen nachgeholt worden, der , Vorsprung“ der

Urteilslogik ist jedoch vermutlich uneinholbar.
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5.2 Zur Geschichte der Booleschen Verbiande

Dieser Uberblick beschrinkt sich auf die zweite Halfte des 19. Jahrhunderts, da alle wesentlichen Entdeckun-
gen zu diesem Thema in diesem Zeitraum liegen.

Boole verdffentlichte 1847 ein kleines Bandchen mit dem Namen ,,Mathematical Analysis of Logic“. Seit
20 Jahren lag diese mathematische Analyse der Logik in der Luft, den Anlaf} sie auszuarbeiten und zu
veroffentlichen bildete der heftige Streit zwischen William Hamilton und Augustus De Morgan iiber die
Quantifizierung des Préadikates in der klassischen Syllogistik. 1854 ver&ffentlichte Boole dann seine ,,Laws of
Thought*, sein zweites Hauptwerk zur Algebra. Diese ersten Arbeiten bewegten sich noch zu nahe an der
Mathematik, insbesondere an der Arithmetik. So fiihrte Boole neben der Addition und der Multiplikation
auch die Subtraktion in die Logik ein. Dazu allerdings mufite er die Addition als nur fiir disjunkte Klassen
giiltig definieren. De Morgan gilt neben Boole mit seiner ,, Formal Logic“, ebenfalls von 1847, als Begriinder
der symbolischen Logik.

Unabhéngig von den Arbeiten in England scheint der Logikkalkiil von Robert Grassmann entstanden zu
sein. 1872 verdffentlichte er ,,Die Formenlehre oder Mathematik®; Grundgedanken finden sich bereits 1844
in der ,,Ausdehnungslehre“ des Bruders Hermann Grassmann. Im Laufe der Untersuchungen wird auch die
Halbordnung eingefiihrt, die bei Boole noch fehlt. In der formalen Grundlegung ist der Kalkiil dem von
Boole mindestens gleichwertig. Er blieb jedoch ohne merklichen Einfluf}; lediglich Ernst Schréoder bezieht
sich ausdriicklich auf die Briider Grassmann.

W. Stanley Jevons verdffentlichte 1864 seine ,,Pure Logic¥“. Jevons ersetzte die disjunkte Boolesche Addition
durch die ,logische® Addition. Diesen Schritt machten unabhéngig von Jevons auch Charles S. Peirce und
Ernst Schroder. John Venn verteidigte Booles Ansatz, er mufite sich aber letztlich geschlagen geben und
schwenkte ebenfalls um.

Schroders erste logische Verdffentlichung war ,,Der Operationskreis des Logikkalkuls® von 1877. 1890 folgten
dann die dreibdndigen , Vorlesungen zur Algebra der Logik“, die auf den Arbeiten von Peirce basieren.
1904 verédffentliche Huntington in einem Aufsatz mit dem Titel ,Sets of Independent Postulates for the

Algebra of Logic“ mehrere verschiedene Axiomensysteme fiir Boolesche Verbinde / Algebren.

5.3 Graphische Darstellungen logischer Beziehungen

Graphische Darstellungen zu logischen Problemen und Kategorien gibt es, seit es logische Untersuchungen
gibt. Graphische Darstellungen logischer Beziehungen gab es offenbar erst viel spéter.

J.C. Lange verdffentlichte 1712 das Buch ,Nucleus Logicae Weisianae“, das nach dem Tode von Christian
Weise dessen Logik behandelte. Die darin vorkommenden logischen Diagramme sind aber wohl von Lange

darin  eingefiigt ~ worden. Lambert, der Langes Werk studiert hat, sagt in  seiner
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»Architectonic“, daf} es eine gewisse Anzahl von durch Rechtecke und Kreise illustrierte Syllogismen enthalt.
Langes Arbeiten blieben noch ohne grofie Wirkung, erst mit Euler wurde die graphische Darstellung logi-
scher Beziehungen hoffdhig. Lambert wie auch vor ihm Leibniz verwendeten waagerechte Striche, um logische

Beziehungen darstellen zu kénnen. Diese Darstellungsform erwies sich jedoch als ziemlich ungeeignet.

Die erste Verdffentlichung iiber die bekannten Euler Kreise findet sich in dem Werk , Briefe an eine deutsche

Prinzessin®, Brief 102 - 108, der erste datiert vom 24. Februar 1761.

Euler reprisentierte eine Klasse durch einen Kreis und fragte sich, in welchen Relationen Inhalte und

Umfange zweier Klassen zueinander stehen kénnen:

) @ @ Y O
2. 3.

1. 4 5.
Dieses sind:
1. Alle A sind alle B
2. Alle B sind A

3. Alle A sind B
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4. Einige A sind B / Einige A sind nicht B / Einige B sind nicht A

5. Kein A 1st B

In Punkt 4 wird ein Problem der Euler-Diagramme sichtbar. Sie sind nicht eindeutig ! Es wurden zahlreiche
Verbesserungsvorschldge gemacht, um diese Probleme zu beseitigen, als sonderlich effektiv erwies sich aber
keiner. Ein anderes Problem ist, dafl Widerspriiche aus topologischen Griinden nicht gezeichnet werden
konnen, schwierig wenn man gerade diese untersuchen will. Insgesamt waren die Euler-Diagramme aber

doch insoweit brauchbar, daf} sie sich in der Folgezeit weit verbreiteten.

Bereits in Schréders ,,Operationskreis des Logikkalkuls® (1877) finden sich Diagramme fiir 2 bzw. 3 Begriffe,
die den Venn-Diagrammen sehr dhnlich sind, jedoch nicht zum Eintragen von Beziehungen benutzt wurden.
Auch Schréder schraffierte Zellen in seinen Diagrammen, allerdings nur um diese zu kennzeichen, wie wir

das durch den Punkt getan haben.

1880 verdffentlichte John Venn seinen Artikel ,On the diagrammatic and mechanical representations of
propositions and reasoning® [13], der als die eigentliche Geburtsstunde der Venn-Diagramme gelten muf.
Bereits vorher hatte sich Venn mit graphischen Darstellungen logischer Bezichungen beschéaftigt [11, 12] und
fithlte sich offenbar angeregt, die Funktionalitdt der bekannten Eulerschen Kreisdiagramme zu verbessern.
Zusammen mit einigen anderen Artikeln verdffentlichte Venn seine Ergebnisse 1881 in dem Buch , Symbolic
Logic“ [14]. Bemerkenswert an diesem Buch ist, dafi Venn zu diesem Zeitpunkt noch an Booles ,,exklusivem
Oder* festhielt und daf} die Venn-Diagramme noch keine Méglichkeit boten, partikuldre Urteile darzustellen
und zu verarbeiten. 1894 veroffentlichte Venn die ,,Symbolic Logic“ [15] in zweiter Auflage mit einigen
drastischen Anderungen. Zum einen verwendete er nun ebenfalls das ,logische Oder®, zum anderen konnten
nun auch partikulédre Urteile in den Diagrammen verarbeitet werden. Die Verwendung des ,,logischen Oders®
kam sicherlich durch den ,Druck der Masse“ zustande, insbesondere durch Schréders ,, Vorlesungen zur
Algebra der Logik®“. Der Einbau der partikuldren Urteile ergab sich offenbar durch die Bearbeitung und die
Diskussion logischer Aufgaben, wie sie zu jener Zeit z.B. im ,Mind“ in grofler Zahl veréffentlicht wurden.
Eine genaue Jahreszahl 148t sich nicht angeben, 1894 sind sie jedenfalls da. Allerdings markierte Venn die
betroffenen Zellen nicht durch Sterne und verbindende Striche, sondern durch Zahlen. Die ,,Sternung® geht
auf die Schule von C.I. Lewis [16] zuriick, und setzte sich sehr bald durch.

In der Folge regten die Venn-Diagramme zahlreiche weitere sehr dhnliche graphische Darstellungen an.
Genannt seien hier nur die Namen Lewis Carrol (,,Alice im Wunderland“), Allan Marquand und Alexander
Macfarlane. Die Zahl der Artikel, die sich mit der Erweiterung von Venn-Diagrammen oder Venn-dhnlichen-

Diagrammen fiir n Objekte beschéftigen, war und ist immer noch sehr grof3.
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Freges graphischer Kalkiil zur Urteilslogik blieb ohne grofien Einflu. Obwohl er die Urteilslogik neu inizierte,

basierten die nachfolgenden Arbeiten fast nur auf linearen, algebraartigen Kalkiilen.

Fiir die Begriffslogik entwarf Bruno v. Freytag Léringhoff in den 40er Jahren dieses Jahrhunderts einen
zweidimensionalen, stark an Hasse-Diagramme oder an die heutigen semantischen Netze erinnernden Kalkiil.
Dabei bilden die Begriffe die Knoten, die verschiedenen Kantentypen stellen die logischen Beziehungen zwi-
schen den Begriffen dar. Durch die Operationsregeln des Kalkiils werden neue Kanten erzeugt. Unverbundene
oder ,nur wenig verbundene Knoten“ ( zwei Knoten kénnen durch mehrere verschiedene Kanten in Bezie-
hung zueinander stehen ) werden durch die Regeln des Kalkiils miteinander verbunden und so die logischen

Verhéltnisse verdeutlicht.

i Pin P

b
a b /A\
v a b
Da sind zunéchst oben von links nach rechts die acht , aristotelischen® Urteile.
a-Urteil Alle A sind B
e-Urteil Alle A sind nicht B
o-Urteil Einige A sind nicht B
i-Urteil Einige A sind B
A-Urteil Alles an A ist an B ( Alle Bsind A )
é-Urteil Alles an A ist nicht an B
6-Urteil Etwas an A ist nicht an B ( Einige B sind nicht A )

1-Urteil Etwas an A ist an B

Auflerdem wird durch die in den Punkt einlaufenden Kanten die Spezifikation aMb bzw. Generalisation alLlb

dargestellt.

Eine umfangreichere, wenn auch nicht sehr exakte und formale Einfithrung in diesen begriffslogischen Kalkiil

bieten die Biicher [4, 5, 6].
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Ein grofies Problem der Begriffslogik ist, dafy es heute, wie schon im Abschnitt zur Geschichte der Logik zu
lesen war, eine Geisteshaltung gibt, die formalisierte Logik automatisch mit Aussagen- und Préadikatenlogik
gleichsetzt. Exakte Logik kénne eben nur so und nicht anders aussehen.

Auch die Vorstellung einer Logik, die keine Werte hat, ist basierend auf dieser Geisteshaltung, mehr als
ungewohnlich. Der Abschnitt 4.2 zeigt dagegen sehr wohl, dafl die Begriffslogik erstens formalisierbar ist,
zweitens eine ganz gewdhnliche Basis hat (Boolescher Verband) und sich drittens ohne Probleme in eine

Kalkiilhierachie, welche die Aussagen- und Pradikatenlogik enthilt, einordnen 1483t.
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Kapitel 6

Die Uberwindung der graphischen
Darstellung

Es ist mit Venn-Diagrammen sehr einfach mdéglich, Konklusionen definitiv auf FOLGEN oder NICHT-
FOLGEN zu testen. Das ist eine recht brauchbare Fahigkeit, ebenso wie einige weitere Fahigkeiten, die
spater noch vorgestellt werden sollen. Die graphische Darstellung der Venn-Diagramme, ebenso wie die

menschliche Konzentrationsfahigkeit begrenzen diese Moglichkeiten aber sehr schnell.
Zur Erinnerung:

Bei der Erstellung des Diagrammes wird verlangt, dafl alle méglichen Schnittflichen der auftretenden Re-
gionen entstehen. Bei einem Grundobjekt ist das trivial, bei zweien einfach, bei dreien bereitet noch es keine
ernsten Probleme, bei vieren mufl man schon ein wenig aufpassen und bei fiinfen funktioniert es ebenfalls

noch, ist aber bereits sehr uniibersichtlich. Und dariiber hinaus ...

Bei mehr als vier Grundobjekten sind die Diagramme sehr uniibersichtlich und erfordern daher

ein hohes Maf§ an Konzentration, um richtig mit thnen arbeiten zu kénnen.

Man konnte die Venn-Diagramme deshalb als unbrauchbar fiir gréfiere Zusammenhénge betrachten. Ande-
rerseits aber ist, wie oben zu sehen war, das Eintragen der Pramissen und das Uberpriifen von Konklusionen
eine rein mechanische Angelegenheit und damit kein Problem fiir ein Computerprogramm. Man kann also
erwarten, dafy die Arbeit per Computer wesentlich schneller und reibungsloser verlduft, wenn es nur gelingt,

die Diagramme strukturerhaltend abzubilden.

77
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6.1 Hyperdiagramme

Betrachtet man eine Aufgabe mit n Grundobjekten in einem n — dimensionalen Raum, so ist das entstehende
»Hyperdiagramm* bei mehr als drei Grundobjekten zwar nicht mehr vorstellbar, dafiir aber verhaltnismafiig
einfach zu handhaben. Man identifiziert den einen Teil einer Dimensionsachse mit einem Grundobjekt und
den anderen Teil der Dimensionsachse mit dem entsprechenden Negat und erhélt so ,,Koordinaten® fiir jede

Zelle, die ein einfaches Auffinden der gesuchten Zelle erlauben.

|
I b —— = F - - =
| /: /I
a a I//I //I
Fr-ro -
a s 1’
a a L c
— /l/____7/____
a =~
— C 4
b b .7 .7
b b

Die Abbildung zeigt Hyperdiagramme mit 1 bis 3 Grundobjekten. Hat man fiir n Objekte n Dimensionen
zur Verfiigung, so ist eine vollig symetrische und gleichméflige Darstellung moglich. Die einzelnen Zellen sind
sehr einfach zu identifizieren, eine einfache Bearbeitung der Diagramme erscheint méglich, aber bei mehr als
drei Grundobjekten, also bei mehr als drei Dimensionen hat man als Mensch doch Vorstellungsprobleme.
Das gilt aber nicht fiir ein Programm. Threr Struktur nach entsprechen die Hyperdiagramme einem n-
dimensionalen Array mit jeweils 2 Feldern pro Achse. Allerdings bieten die meisten Programmiersprachen
keine Moglichkeit, ein n-dimensioniales Array variabel (bez. n) im Speicher anzulegen. Eine andere Losung

1st erforderlich.

6.2 Eine Abbildung der Diagramme in eine einfache Struktur

Welches ist nun eine geeignete Umsetzungsmethode eines Hyperdiagrammes fiir den Computer 7 Dazu sehen

wir uns das folgende Beispiel an:

Wir verwenden ein Venn-Diagramm fiir 3 Grundobjekte. Dieses hat 23 = 8 Zellen. Den drei Grundobjek-
ten geben wir die Namen a, b und ¢. Eine Zelle wird eindeutig definiert durch die Angabe, zu welchen

Grundobjekten sie gehdrt und zu welchen sie nicht gehdrt ( die Minterme ).
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Desweiteren soll das Grundobjekt durch eine 1, sein Negat durch eine 0 gekennzeichnet werden. Das fiihrt

zu den folgenden Bezeichnungen der acht Zellen:

chba
z N b N a 000 0
TN b N a 001 1
c N b N a 010 2
c b N a 011 3
e M b M a 100 4
e M b N a 101 H
c M b M a 110 6
c M b M a 111 7

Fiir jede der Zellen ergibt sich in diesem Beispiel eine eindeutige Ziffernkombination als Identifikation. Wenn

man die Ziffernkombinationen als dreistellige Dualzahlen betrachtet, ergeben sich die Zahlen von 0 bis 7.

C

Bemerkung 6.1 Nun werden wir die tm Beispiel realisierte Idee verallgemeinern. Dazu ist eine Ordung

der Grundobjekte notwendig. Diese kann beliebig sein, 2.B. alphabetisch, muff dann aber fest sein.

Definition 6.1 Se: ay,...,a, eine geordnete Folge von n Grundobjekten. Sei X ein Minterm mit n Varia-
blen, bestehend aus den Literalen x,, ...x1. Sei a; das i-te Grundobjekt in der vorgegebenen Ordnung, @; das

Komplement des i-ten Grundobjekts. Fs ldfit sich eine charakteristische Funktion F wie folgt definieren:

1, Xr; = a;

Fi(X) = { 0

r; = a;

Damat ldfit sich eine Funktion W definieren:

n

W(X)=> Fi(x)-2"

i=1
Satz 6.1 Die Funktionen F und W ordnen bei n Grundobjekten den Mintermen eindeutig die Zahlen von
0 bis 2" — 1 zu.
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Beweis: Sei n = 1. Dann gibt es zwei Minterme a und @, die gemaf Definition 6.1 die Nummern 0 und 1
haben. Die Minterme sind damit eindeutig durch die Zahlen 0 bis 2! — 1 = 1 dargestellt.

Seien nun bei n Grundobjekten die 2" Minterme geméafl Definition 6.1 eindeutig durch die Zahlen von 0 bis
2" — 1 dargestellt. Fiigt man nun ein weiteres Grundobjekt zu der dualen Zahlenfolge z, ...2z; hinzu, so
ergeben sich aus jeder Zahlenfolge zwei neue, namlich 0z, ...z und 1z, ...2z1. Esist 0z, ... 21 = 2, ... 21,
die Zahl bleibt also erhalten. Es ist 1z, ...2y = 2" + 2, ...21, d.h. zu jeder Zahl wird 2" hinzuaddiert. Es
gibt also keine , Kollisionen“ und auch keine , Liicke“, d.h. n 4+ 1 Grundobjekte sind durch die Zahlen von 0
bis 2711 — 1 eindeutig dargestellt.

Satz 6.2 Die in Definition 6.1 definierte Abbildung ist bijektiv.

Beweis: Unterscheiden sich zwei Minterme an mindestens einer Stelle (dieses sei die Stelle i), so ist deren
charakteristische Funktion F an dieser Stelle entweder 0 oder 2!, Aufgrund der biniren Konstruktion
der Zahlen durch die Funktion W 148t sich dieser fehlende Summand nicht durch andere Summanden
kompensieren, daher sind die Bildwerte der Abbildung ebenfalls verschieden und die Abbildung ist injektiv.
Da 27 Minterme geméfl Satz 6.1 durch die Zahlen von 0 bis 2" — 1 dargestellt werden kénnen, ist die
Abbildung auch surjektiv, also bijektiv.

Die Umkehrabbildung kénnte z.B. wie folgt aussehen:
(mit & als bitweisem ,,Booleschen“ UND-Operator)

Definition 6.2 Se: B® die Menge der Booleschen Funktionen eines Booleschen Verbandes mit n Objekten.
Ser V' die Menge der Zellen eines Venn-Diagrammes, welches aus einer unabhdngigen Famalie von n Re-
gionen gebildet wird. Sei V™ die Potenzmenge von V§*. Set M™ die Potenzmenge der Menge {0, ...,2" — 1}.
Wir definieren eine Abbildung G™ : B" — M",y — Gy = UXey{W(X)}, die Boolesche Funktionen auf
Mengen von Zahlen abbildet.

Satz 6.3 Venn-Diagramme fiir n Regionen und die Menge M™ mit den Operatoren N, U und ’ sind zuein-

ander isomorph.

Beweis: Satz 2.39 lieferte die Isomorphie zwischen Booleschen Verbanden fiir n Variablen und Venn-

Diagrammen fiir n Regionen. Die Abbildung G ist eine isomorphe Abbildung (die Tsomorphie basiert
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auf der Bijektion zwischen Mintermen und den Zahlen aus Satz 6.2) zwischen Booleschen Verbédnden fiir
n Variablen und der Menge M™. Daher sind auch Venn-Diagramme fiir n Regionen mit der Menge M™

isomorph.

Bemerkung 6.2 Se: a; das k-te Grundobjekt. Dann kann man die zugehdrige Menge von Zahlen auch
durch die folgende Vorschrift gewinnen:
an=k_1
Go = U {m-2F 425"t m.2F 28 (m 1) 28 — 1) k={1,...,n}
m=0
Aus der Menge der Zahlen von 0 bis 2" — 1 werden die Zahlen ausgewdhlt, die in dualer Darstellung an der
k-ten Stelle eine 1 haben.
Fiir k = 1 wechseln sich 0 und 1 jeweils ab (beginnend mit 0), die Linge der 0- und 1-Blécke ist also 1. Fir
jedes weitere Grundobjekt verdoppelt sich die Linge der 0- und der 1-Blécke, die Linge ist allgemein 2871,
Die Anzahl der jeweiligen Blécke halbiert sich ber jedem Schritt.

Es seien G und Gy die zwei Booleschen Funktionen z und y gemdf Definition 6.2 zugeordneten Mengen.

n
Gzr‘ly

-G NGE Gy, =GIUGE G2 = G"\G"

Man kann also ein Venn-Diagramm fiir n Grundobjekte auf die Menge der Zahlen {0,...,2" — 1} abbilden.
Dabei ist jede Zahl eine eindeutige Identifikation der jeweils gemeinten Zelle im Venn-Diagramm.

Ein Venn-Diagramm fiir n Grundobjekte kann ganz einfach durch ein eindimensionales Array oder eine
lineare Liste mit 2” noch zu definierenden Eintrigen dargestellt werden, wobei die Eintriage mit 0 beginnend
fortlaufend numeriert werden.

Jede Boolesche Funktion kann geméifl Satz 6.3 als eine einfache Menge von Zahlen, als eine Teilmenge der
Menge {0,...,2" — 1} dargestellt werden. Hier ist eine Reprisentation als lineare Liste von Zahlen am
geeignetsten. Durch einen einfachen Parser werden die Pramissen/Konklusionen gelesen und die Menge
der betroffenen Zellen regelrecht ausgerechnet. Dazu sind die ,,Booleschen® Operationen UND, ODER und
NICHT als Mengenoperationen ,,Schnitt“, ,, Vereinigung® und ,, Komplementbildung* auf den linearen Listen
realisiert.

Das Grundobjekt ,,a“ wird im Programm also dargestellt durch eine Liste der Zellennummern, die es im
Venn-Diagramm belegt. Tm obigen Beispiel fiir drei Grundobjekte sind das alle die Nummern, die in der
dualen Darstellung eine 1 ganz rechts haben, also die Zahlen 1, 3, 5 und 7. Das Grundobjekt ,,6“ des Beispiels
besteht aus den Zahlen 2, 3, 6 und 7. Das Objekt ,,a UND b“ entsteht dann als Schnittmenge der Listen der

Grundobjekte ,,a“ und ,,b“; es entspricht also einer Liste, welche die Nummern 3 und 7 enthélt.
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6.3 Komplexititsiiberlegungen

Bevor die in Venn-Diagrammen iiblichen Operationen auf Algorithmen abgebildet werden, sind einige
grundsétzliche Komplexititsiiberlegungen sinnvoll.

Die den Algorithmen zugrundeliegende Datenstruktur ist ein Array oder eine lineare Liste mit der Grofie 27,
wenn n die Anzahl der betrachteten Objekte ist. Obwohl die Algorithmen mit einer Laufzeit von O(N) iiber
der Eingabemenge N auskommen, so haben sie doch letztlich exponentielle Laufzeit, denn die Eingabemenge
steigt exponentiell an bezogen auf n. Die Laufzeit ist korrekt angegeben mit O(2"). Das ist kein gutes Er-
gebnis, aber letztlich war nichts anderes zu erwarten, denn logische Probleme sind bekannt fiir exponentielle
Laufzeiten.

Fir den zweiwertigen Fall gilt: Das Erfiillbarkeitsproblem der Aussagenlogik ist NP-vollstindig. Das Fol-
gerungsproblem der Aussagenlogik ist coNP-vollstdndig, da auf Unerfiillbarkeit gepriift werden muf. Fiir
die Aussagenlogik gibt es Algorithmen, die das Folgerungsproblem mit einer etwas geringeren Laufzeit als
O(2™) lésen.

Die zweiwertigen Booleschen Verbédnde sind ein Spezialfall der allgemeinen Booleschen Verbénde, beson-
ders auch in bezug auf das Folgerungsproblem. Die Venn-Diagramme reprisentieren allgemeine Boolesche
Verbande, sind mit zweiwertigen sozusagen etwas unterfordert. Daher kann man fiir diesen Fall nicht er-
warten, dafl die Diagramme mit speziell auf die Aussagenlogik zugeschnittenen Algorithmen konkurrieren

konnen.

6.4 Ubertragung der Operationen

Sei n die Anzahl der Grundobjekte, w die Anzahl der allgemeinen Pramissen, v die Anzahl der partikuldren
Pramissen. Dann bestehen die 27 Eintrdge des Arrays oder der linearen Liste, die das Venn-Diagramm

repriasentiert, jeweils aus Bit-Vektoren der Lange w + v.

Vi=(2122 ... Zw Twt1 - Zuwto ) j€e{0,...2" -1}

z; ist dabei ein Flag, welches im gesetzten Zustand, abhédngig von der Position im Bit-Vektor entweder eine
Schraffierung oder eine Sternung anzeigt.

Auf den Vektoren sind bitweise ,,Boolesche UND-; ODER- und NICHT-Operationen definiert. Vas ist der
1-Vektor, Vi ist der 0-Vektor. Vyar ist der Vektor, in dem nur die ersten w Flags gesetzt sind. V,as ist der

Vektor, in dem nur die letzten v Flags gesetzt sind.
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6.4.1 Streichen

Das Schraffieren einer Zelle im Venn-Diagramm entspricht dem Setzen eines ,Schraffierungsflags® in dem

Eintrag mit der der Zelle entsprechenden Nummer.

a C b entspricht aMb =0, d.h. aM b ist zu schraffieren, d.h. in den Eintrigen mit den Nummern G? N G%
wird das entsprechende Schraffierungsflag gesetzt.
alC b entspricht aMb = 0, d.h. a M b ist zu schrafficren, d.h. in den Eintrigen mit den Nummern G? NGy
wird das entsprechende Schraffierungsflag gesetzt.
@ C b entspricht @M b =0, d.h. @M b ist zu schrafficren, d.h. in den Eintrigen mit den Nummern GIn G%
wird das entsprechende Schraffierungsflag gesetzt.
@ C b entspricht @M b = 0, d.h. @M b ist zu schraffieren, d.h. in den Eintrigen mit den Nummern GrnaGy

wird das entsprechende Schraffierungsflag gesetzt.

Fiir jede Pramisse, die eine Halbordnung enthilt, ist in den Eintrédgen des Venn-Diagramms ein eigenes
Schraffierungsflag vorhanden. Dieses ist zunéchst nicht notwendig, wird uns spéter aber erlauben, festzu-
stellen, welche Pramisse(n) eine Zelle schraffiert hat(haben).

Der Aufwand ist w - O(N), also O(N) wenn N die Gréfle der Liste (im folgenden Eingabemenge genannt)

ist, die das Venn-Diagramm reprisentiert.

6.4.2 ,Sternen*

Das Sternen einer Zelle im Venn-Diagramm entspricht dem Setzen eines , Sternungsflags® in dem Eintrag

mit der der Zelle entsprechenden Nummer.

a [Z b entspricht aMb # 0, d.h. aMb ist zu sternen, d.h. in den Eintréigen mit den Nummern G? N Gg wird
das entsprechende Sternungsflag gesetzt.
a IZ b entspricht aMb # 0, d.h. aMb ist zu sternen, d.h. in den Eintrdgen mit den Nummern G? N G} wird
das entsprechende Sternungsflag gesetzt.
@ [Z b entspricht @b # 0, d.h. @aMb ist zu sternen, d.h. in den Eintréigen mit den Nummern G2 Gg wird
das entsprechende Sternungsflag gesetzt.
@ [Z b entspricht @Mb # 0, d.h. @M b ist zu sternen, d.h. in den Eintrigen mit den Nummern G2 N G? wird

das entsprechende Sternungsflag gesetzt.

Bei der Sternung ist es ganz klar, daf} jede Pramisse, die eine verneinte Halbordnung enthilt, in den Ein-
tragen des Venn-Diagramms ein eigenes Sternungsflag haben muf}; denn man muf ja die Sternsorten fiir den
Konklusionentest unterscheiden kénnen.

Der Aufwand ist v - O(N), also O(N) wenn N die GroBle der Eingabemenge ist.
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6.4.3 Testen von vermuteten Folgerungen

Der Konklusionentest ist nach den obigen Vorbereitungen natiirlich ganz einfach:

1. Die vermutete Folgerung ist eine Halbordnung. Dann wird zun&chst berechnet, welche Zellen des
Diagrammes schraffiert sein miissten. Danach wird gepriift, ob in jedem der betroffenen Eintrage
mindestens ein Schraffierungsflag gesetzt ist. Ist dieses der Fall, so FOLGT die vermutete Folgerung,
sonst FOLGT sie NICHT.

Sel N die Anzahl der abzutestenden Zellen. Dann ist der Laufzeitaufwand O(N).

2. Die vermutete Folgerung ist eine negierte Halbordnung. Dann mufl unter Umsténden fiir jede Sternsorte
gepriift werden, ob mindestens eine der betroffenen Zellen mit einem Sternungsflag dieser Sternsorte
versehen ist, und diese Sternsorte aufierhalb der durch die vermutete Folgerung betroffenen Zellen nicht
vorkommt, bzw. falls sie vorkommt, dafi diese Zellen auch schraffiert sind. Ist dieses der Fall, dann
FOLGT die vermutete Folgerung. Kann keine der Sternsorten diese Bedingungen erfiillen, so FOLGT
die vermutete Folgerung NICHT.

Da schlimmstenfalls jede Zelle des Diagrammes fiir jede partikuldre Pramisse getestet werden muf, ist

die Laufzeit v - O(N) = O(N), wobei v die Anzahl der partikuldren Pramissen ist.



Kapitel 7

Erweiterungen

Die bisher vorgestellten Operationen mit Venn-Diagrammen sind die bekannten Standardoperationen. Durch
die Bearbeitung von Venn-Diagrammen in einer Programm-Représentation haben sich aber noch weitere

Anwendungsmoglichkeiten erschlossen. Diese sollen nun im einzelnen vorgestellt werden.

7.1 Integration von Individualbegriffen

Die bisher betrachteten Begriffe in der Begriffslogik waren Allgemeinbegriffe. Es ist jedoch méglich noch
weitere spezielle Begriffstypen einzufiihren. Der bekannteste Typ ist der Individualbegriff. Er représentiert

Individuen in der Begriffslogik. Was ist iiberhaupt ein Individuum 7

Ein Individuum, sei es nun als existierend gedacht oder aber real existierend, ist etwas einzigartiges, etwas
Unteilbares. Es ist genau eines und es existiert in einem wie auch immer gearteten Sinne. Individualbegriffe
machen die Individuen der Begriffslogik zugénglich.

Welche Beziehungen bestehen zwischen einem Individuum .A und dem es repréasentierenden Individualbegriff
al ? Wenn ein Individuum teilhat (<) an einem Allgemeinbegriff (teilhaben in dem Sinne, daf die Eigen-
schaften, die durch den Allgemeinbegriff beschrieben werden, auf das Individuum zutreffen), dann ist der

dem Individuum zugeordnete Individualbegriff Art des Allgemeinbegriffes, und umgekehrt:

Agb 4F o' <b

Hieraus 148t sich z.B. folgern: A <« a', aber auch A <« b,b < ¢ F A K c. Desweiteren ist jedem
Individuum genau ein Individualbegriff zugeordnet, d.h. wenn zwei verschiedene Variablen fiir dasselbe
Individuen vorhanden sind, die Variablen also in diesem Sinne dquivalent (=) sind, dann haben die Individuen

jeweils an dem Individualbegriff des anderen Individuums teil:

85
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A<b 4 A=B

Hieraus folgt dann z.B.: A = B 4+ a' = b’. Die Teilhabebeziehung < zwischen Individuum und Begriff,
die durch die obigen Regeln definiert wird, ist nicht die Art-Gattungs-Beziehung. Sie ist etwa vergleichbar
mit der Elementbeziehung der Mengenlehre im Vergleich zur Teilmengenbeziehung.

Die Deklaration eines Begriffes als ein Individualbegriff bewirkt also zum einen, dafl man mehr iiber ihn
weif} als iiber andere Begriffe, ndmlich daf} er existiert, logisch betrachtet also zumindest widerspruchsfrei
ist, was man durch a’ £ 0 ausdriicken kann. Zum anderen kann man zusitzliche Regeln anwenden, die seine
Unteilbarkeit bewirken. Ein Individualbegriff ist z.B. oberer Nachbar des widerspriichlichen Begriffes, d.h.
ist b ein widerspruchsfreier Begriff, der Art des Individuums a’ ist, so ist a’ auch Art von b.

Das Venn-Diagramm kennt keine Individualbegriffe oder Atome, wie sie allgemein in der Verbandstheorie
genannt werden. Will man diese trotzdem beriicksichtigen, so mufi man neben der jeweils zusétzlichen

Pramisse
(1) Fa' £0

die sichere Funktionalitdt der Venn-Diagramme ein wenig verlassen, denn man muf} zuséitzlich eine Regel

anwenden:
(12) a' £bka’ b<0

Nach dem Eintrag aller anderen Pramissen werden alle die Zellen des Individualbegriffes gestrichen, die
nicht alle ,,Sternsorten® enthalten, die nur im Individualbegriff vorkommen. Dadurch wird die Individualitat
hergestellt. Dieses entspricht zunéchst nicht genau der obigen Unteilbarkeits-Definition der Individualitit,

die etwa so ausgedriickt werden konnte:
(I3) b<a' bg0Fal <b

Auf der Basis der Begriffslogik zuziiglich (I1) sind (T2) und (13) jedoch dquivalent.

“ngof’iz. (12)
———=— Kontrap. von
al <b P
; al £ b
A2 ————— Kontrap. von Satz 4.5
al b<al o 0 A9
= = (13) e
a <al-b al - b<b

al<b s
ol b<0 atz 4.
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Statt (T3) kann also auch (12) verwendet werden, was im Venn-Programm geschieht. Die Deklaration eines
Individualbegriffes bewirkt wahrend des Programmablaufs also zweierlei: Einerseits wird eine zusétzliche
partikulire Pramisse zu den bisherigen Pramissen hinzugefiigt, namlich a! £ 0. Andererseits wird auch ein
Schraffierungsflag reserviert fiir Schraffierungen, die moglicherweise durch (12) bewirkt werden kénnten.

Die Regeln (I1) und (I2) konnen ihrerseits durch die folgende Regel ersetzt werden:
al £b4-a" - b<0

(12) ist Teil dieser Regel und (T1) erhdlt man einfach, indem man b durch 0 ersetzt. Umgekehrt erhdlt man
aus al -b < 0 und a’ £ 0 ganz einfach durch Kontraposition a! £ b.

Durch die Anwendung der zusitzlichen Regel (12) geht die Reihenfolgeunabhéngigkeit der Pramissen (in
diesem Fall der Individualbegriffsdeklarationen) verloren, die bisher die Venn-Diagramme charakterisierte.
Um dieses zu kompensieren wird die Prozedur so oft angewendet, bis keine Anderungen (weitere Streichun-
gen) mehr auftreten, hchstens jedoch i mal (i ist die Anzahl der vorkommenden Individualbegriffe), denn
dann kann es keine Anderungen mehr geben.

Der Aufwand ist i2 -2 - O(N), also O(N). Der Konklusionentest fiir eine Individualbegriffsdeklaration lduft
darauf hinaus, daf} auf die totale Identitdt mit einer Individualbegriffsdeklaration aus den Pramissen gepriift

wird.

7.2 Der Riickschluf3 auf verborgene Primissen

Gelegentlich begegnet man der Behauptung, aus gewissen Voraussetzungen folge logisch ein bestimmter
Schlufisatz, mufl dann aber feststellen, dafl der beanspruchte Folgerungszusammenhang tatsachlich gar nicht
besteht. So kann es einem etwa bei Diskussionen ergehen, bei der Priifung juristischer Entscheidungsbe-
griindungen, bei der Analyse scholastischer Argumentationen, aber auch bei dem Studium mathematischer
Beweise.

Da man sich im Alltag — auch im wissenschaftlichen — fragmentarisch auszudriicken pflegt, also selbst-
verstédndlich erscheinende Voraussetzungen und Beweisschritte einfach wegléafit, gibt diese Beobachtung nicht
unbedingt Anlafl zur Beunruhigung. Unter Umstédnden kann es jedoch interessant sein, einen solchen liicken-
haften Gedankengang, ein sogenanntes Enthymem, zu einem vollstdndigen Beweis zu ergédnzen, d.h. hier:
weitere Voraussetzungen aufzusuchen, mit deren und der urspriinglichen Pramissen Hilfe die betreffende

Konklusion dann tatsachlich beweisbar wird.

Dieses Vorgehen nennt man den , Riickschlufl auf verborgene bzw. verschwiegene Pramissen®.
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Dabei wird man sich nicht mit irgendeinem beliebigen System von Pramissen begniigen, die das Gewiinschte
leisten, sondern wird nach logisch méglichst schwachen Annahmen suchen, also solchen, die in einem gewis-

sen Sinne ,minimal® sind. Zur Einfiihrung diene ein Beispiel aus der Syllogistik, dem der Modus Barbara

zugrundeliegt.
Alleasindb, X F Alleasinde
aab, X F aac
a<b X F a<e
Hier lautet eine naheliegende Lésung Xgyn:
Xsyll o b S c

Nach (A6) gilt: a < b, b < ¢ F a < c. Aber ist diese Losung irgendwie minimal 7 Im Venn-Diagramm sieht

das so aus:

Abb. 1

Aus dem Diagramm entnimmt man ohne weiteres, dafi die naheliegende Beispiel-Lésung sozusagen zuviel

liefert. Um a < ¢ aus a < b zu gewinnen, geniigt bereits folgende Schraffierung:

1
Q
SIA

IN =

Abb. 2

Die Lésung a - b < ¢ ist — wie auch aus dem Diagramm unmittelbar ersichtlich — echt schwécher als die
Beispiel-Losung, denn aus b < ¢ folgt a - b < ¢, aber nicht umgekehrt. Im anschaulichen, durch das Venn—
Diagramm gegebenen Sinne ist sie auch am schwéchsten, denn fiir den Fall, daff a - < ¢ nicht, also a-b £ ¢

gilt, ist a < ¢ aus a < b nicht zu beweisen ( siche Abb. 3 ).
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* a-b<Lec
= a<b

Abb. 3

Dies gilt nicht fiir die syllogistische Ldsung b < ¢, was man sich ebenfalls leicht am Venn-Diagramm klar

macht. Denn angenommen, b < ¢ gelte nicht, also b £ ¢, so ist diese Lage immer noch mit a-b < ¢ vertriglich:

* (,* oder *) b<£e

Abb. 4

Definition 7.1 (Venn-Minimalitét) Als , Venn-minimal“ wollen wir im folgenden eine Lésung des Riick-
schlufproblems bezeichnen, die sich durch Betrachtung eines zugehérigen Venn-Diagramms als zur Gewin-

nung der Konklusion unerldflich erweist.

Fiir eine universelle Konklusion gilt also: Venn-minimale Lésung des Riickschlufiproblems ist die Menge der
durch die Konklusion schraffierten Zellen ohne die Zellen, die durch die Pramissen schraffiert wurden.

Der Aufwand ist O(N) fiir N als Anzahl der betroffenen Zellen.

Fir partikuldare Konklusionen gilt: Fiir jede Sternsorte, die mindestens einen unschraffierten Stern unter den
Zellen der Konklusion hat, ist eine minimale Ldsung des Problems die Schraffur der noch unschraffierten
auflerhalb liegenden Sterne der jeweiligen Sternsorte.

Gibt es keine Sternsorte, die einen unschraffierten Stern unter den Zellen der Konklusion hat, so ist eine mini-
male Lésung des Riickschlufiproblems die Einfiihrung einer neuen Sternsorte, die alle Zellen der Konklusion
abdeckt, und auch noch alle schraffierten Zellen (um méglichst schwach zu sein).

Schlimmstenfalls ist der Aufwand v-2-O(N), also O(N). Zur Veranschaulichung betrachte man das Beispiel
aus Abschnitt 3.3, das jeden der obigen Fille enthélt.

7.2.1 Der syllogistische Riickschluf}

Im Rahmen der aristotelischen Syllogistik hat v. Freytag Loringhoff das Riickschlufiproblem behandelt. Siehe
dazu [4, 5, 6]. Die Ausgangslage ist hier:
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1R12, X F 3R24

Die Variablen 1, 2, 3, 4 stehen fiir beliebige Begriffsausdriicke; Ri, Rs fiir beliebige der syllogistischen
Relationen a, e, i, o ( bzw. auch noch &, €, 1, 6, sofern man alle moglichen (einfachen) Begriffsbezichungen
ins Spiel bringen, und keine Termnegation benutzen will ). Die Lésung darf die Variablen hdchstens negiert,
aber keine anderen Operationszeichen enthalten.

Man kann sich nun {iberlegen, wie man die jeweiligen Schliisse in jedem der sich kombinatorisch ergebenden
Fille vervollstdandigen kann. Dabei sollen von Anfang an nur ,syllogistisch minimale“ Lésungen in Betracht
gezogen werden.

Die folgende Tabelle stellt ein Ergebnis dieser Bemiihungen dar. Die Hypothese ist fett gezeichnet, die
verborgenen Pramissen normal. Ein Bogen iiber zwei Begriffen bedeutet die Vertauschbarkeit beider Begriffe
und damit eine weitere Losung. Die Tabelle ist in vier Quadranten unterteilt, der vierte fehlt allerdings, da

es hier keine Losungen gibt.
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Die Tabellen stammen aus [6].
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Ae—p
A /P ¢ A/ B
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Fragen der Form 1R12, 3R24, X F 5R36 bewirken bereits einen erheblichen Anstieg der Losungsmoglichkei-

ten, noch mehr Pramissen fiihren zu einem immer starkeren Anstieg der Zahl der Losungsméglichkeiten. Die

Tabellen wiirden bald Biicherregale fiillen. Dieses Problem 148t sich aber mit Hilfe eines Computerprogram-

mes recht einfach 16sen. Dabeil werden im Dialog mégliche verborgene Préamissen akzeptiert oder verworfen,

und so der Lésungsraum erheblich eingeschrinkt. Siehe dazu [6] und [7], welches auch eine Programmdiskette

enthalt.

7.2.1.1 Beispiele

Jemand sagt:

Weil alle Schlemmer Verschwender sind, sind einige Spiesser nicht zufrieden.

Aus welchen zusétzlichen Pramissen kénnte dieser Mensch geschlossen haben, wenn er richtig geschlossen

und nicht nur einfach so dahergeredet hat ? Die syllogistisch minimalen Lésungen sind, wie man aus den

obigen Tabellen ablesen kann:

1. Einige Schlemmer sind Spiesser

Kein Verschwender ist zufrieden

2. Einige Schlemmer sind nicht zufrieden

Alle Verschwender sind Spiesser



7.2. DER RUCKSCHLUSS AUF VERBORGENE PRAMISSEN 93

3. Einige Spiesser sind nicht Verschwender

Alle zufrieden sind Spiesser

4. Etwas an Verschwender i1st an zufrieden
Nichts an Schlemmer ist an Spiesser

Die ersten beiden Losungssysteme scheinen einigermaflen brauchbar, alle anderen sind ziemlich unsinnig.

Die Venn-minimale Losung ist dagegen:

- Einige ( Schlemmer UND NICHT- Verschwender ) ODER ( Spiesser UND NICHT- zufrieden ) sind
nicht W

Das sieht komplizierter aus als die syllogistisch minimale Losung, ist aber exakt das, was als Pramisse
fehlt. Jede beliebige, vielleicht schoner aussehende syllogistisch minimale Losung hat mindestens die Venn-

minimale Losung zur Folge. Ein anderes Beispiel:

Jemand behauptet:

Weil alle Sdugetiere Lebewesen sind, sind alle Affen braun, obwohl es Lebewesen gibt, die

weder braun noch Siugetiere sind !

Auf welchen versteckten Pramissen kénnte diese Behauptung beruhen ?

Die syllogistisch minimalen Losungen sind (nach obigen Tabellen) die folgenden, wobei die angehingte

partikuldre Bedingung aufgrund des starren Schemas iiberhaupt nicht mit betrachtet werden kann:

1. Alle Affen sind Saugetiere

Alle Lebewesen sind braun

2. Alle Affen sind nicht Lebewesen
Nichts an Sdugetiere ist an braun
Fiir dieses Beispiel erweisen sich die syllogistisch minimalen Losungen als zu stark. Nicht nur das keines

der beiden Lésungssysteme akzeptabel erscheint, sie widersprechen in jedem Fall auch der mit ,,obwohl*

angehédngten zusitzlichen partikuldren Pramisse. Die Venn-minimale Ldsung ist:

- Alle Affen sind Sdugetiere ODER braun
Alle Lebewesen UND Affen sind braun
Diese Losung widerspricht der partikuldren Pradmisse nicht. Das kann man einfach in einem Venn-Diagramm

nachpriifen. Auflerdem erscheint die Venn-minimale Lésung zumindest akzeptabler als die syllogistisch mi-

nimalen.
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7.2.1.2 Bewertung

v. Freytag Loringhoffs Riickschluf} ist relativ einfach anwendbar, sofern man die Tabellen verfiigbar hat,
oder aber in Besitz des Computerprogrammes dazu ist. Allerdings ist die Annahme, ndmlich dafl nur die
in Pramissen und Hypothese vorkommenden Begriffe fiir die Losung in Betracht gezogen werden sollen
(und keine abgeleiteten), zu speziell. Die gebotenen Ldsungen sind daher i.a. nicht ,minimal“ bezogen
auf Boolesche Verbdnde. D.h., kann man mindestens eine der angebotenen Losungen akzeptieren, so kann
man den Schluf} geeignet vervollstdndigen, im anderen Fall weifl man nichts, weil die gebotenen Ldsungen
nicht zwingend erfiillt sein miissen. Dieser Umstand macht den syllogistisch minimalen Riickschluf} fiir den

eigentlich interessanten Fall praktisch wenig anwendbar.

7.2.2 Der allgemeine minimale Riickschluf3

Von Johann-Michael von Petzinger gibt es ein aus dem Jahr 1978 stammendes, bis heute leider unverdffent-
lichtes Papier [9] zur Theorie des allgemeinen minimalen Riickschlusses auf verborgene Pramissen. Die hier
dargestellte Theorie, sowie die Einfithrung in die Riickschlufiproblematik, sind im wesentlichen eine verkiirz-
te und leicht modifizierte Version des eben erwidhnten Artikels, welche im Rahmen einer langjahrigen engen

Zusammenarbeit mit dem obigen Autor entstanden ist.

7.2.2.1 Theorie des allgemeinen minimalen Riickschlusses

Gegeben sei ein beliebiger Kalkiil K sowie die Tatsache bzw. die Behauptung, dafl aus einem System von
Kalkiilausdriicken A zusammen mit einem weiteren solchen System X ein anderes System von Ausdriicken

B beweisbar ist; in Zeichen:
AX Fx B!

Im einfachsten Fall bestehen die Systeme A und B jeweils nur aus einem einzigen Ausdruck.

Hierbei seien A und B bekannt, X sei ,,unbekannt® und damit ,,gesucht“. B sollte — von trivialen Sonderfallen
abgesehen — nicht aus X alleine folgen, d.h. zur Ableitung von B sollte A i.a. tatsichlich mitbenutzt werden?.
Eine Moglichkeit bestiinde darin, ,,minimal (schlechthin)“ eine Ldsung zu nennen, die relativ zum bekannten
Pramissensystem A bzgl. der Ableitbarkeitsbeziehung ,,-“ schwicher ist als alle anderen Losungen. Wir

definieren daher folgendermaflen:

Definition 7.2 Es gelte:

IDer Index K kann fehlen, wenn klar ist, um welchen Kalkiil es sich handelt, oder wenn von beliebigen Kalkiilen die Rede
ist.

2Damit ist vertriglich, daB eine minimale Lésung Xm, aus der allein im allgemeinen Falle die Konklusion nicht folgt, sich
im besonderen als mit B Aquivalent erweist; womit sich zugleich die Aufgabe stellt, notwendige und hinreichende Bedingungen

dafiir anzugeben, daf} dieser Fall eintritt.
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(a) ,X ist Losung des Riickschlufiproblems ( relativ zu A, B und dem Kalkil K )“, genau dann wenn gilt:
A, X Fx B.

(,B ist aus A und X im Kalkiil K beweisbar®)

(b) ,X ist minimal®, genau wenn gilt:
Fiir alleY: Wenn A, Y Fx B, dann A, Y Fx A, X.

(,Alle Losungen Y haben zusammen mit A im Kalkil K A und X zur Folge®)

Satz 7.1 Die Bedingung aus Definition 7.2(b) ist vor dem Hintergrund von Definition 7.2(a) dquivalent mit

ewmer einfacher formulierten: A, B Fx X.

Beweis: Der Aquivalenzbeweis gelingt unter Verwendung folgender Axiome fiir ,F¢, sowie einer quasi

aussagen- und pradikatenlogischen Einbettung:

1.ABF A

A B+ B
2. Wenn A+ B und B+ C,dann A F C.
3.Wenn A F B und A F C,dann A + B, C.
A, B, C sind (eventuell leere) Systeme von Kalkiil-Ausdriicken.

Die eine Richtung der zu beweisenden Aquivalenz erhilt man ohne weiteres durch Anwendung der Minima-

litatsdefinition (,Fiir alle Y: ...“) auf B.

AYFAX
ABFAX AXFX
A BF X

Die andere Richtung ist ebenfalls einfach: Sei Y eine beliebige Losung.

AYFA AYFB ABFA ABFX
AYFA B A BF A X
AYFAX

Definition 7.3 (minimale Losung) ,X ist minimale Lisung des Riickschlufproblems ( relativ zu A, B,

K )“ genau dann wenn gilt: A, X Fx B und A, B Fx X, d.h. wenn X Lésung und minimal ist.

Satz 7.2 Gibt es mehrere minimale Losungen fiir ein Riickschluffproblem A, X + B, so sind diese Lésungen

vor dem Hintergrund des Prdmissensystems A identisch.
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Beweis: Seien Y und Z zwei minimale Losungen fiir ein Riickschluiproblem A, X F B mit X = Z oder
X =Y. Dann gilt nach Definition 7.3: A Y F B; A, 7+ B; A)BFY und A, BF 7. Es ist dann zu zeigen:
AY 4- A, 7.

AYFA AYFB ABFA ABFZ
AYFAB ABFA,Z
AYFAZ

AZ+FA AZFB ABFA ABFY
A ZFAB A BFAY
A ZFAY

7.2.2.2 Minimaler Riickschlufl im Kalkiil BL"

Wir betrachten nun die vier moglichen Fille3, bei denen als bekannt genau eine Pramisse und eine Konklusion
der Gestalt # < y oder = £ y auftreten. Ebenso besitzen die syllogistischen Lésungen ( X!, X2 etc. ) und
die minimalen ( Xy, ) diese Gestalt und erfiillen die Bedingung, dafi in z und y kein Beziehungszeichen, also

< oder =, enthalten ist, sofern dies fiir a, b, ¢, d gilt.

1 aa a<b X F c<d X!: c¢<ab<d
X2 1<a+d, b-e<0?
Xm: c<a+d b-c<d

2 a0 a<b X F cfd Xl afdb<c

X2 a-c£0,b-d<0
X3 1<a+4ec, 1£b+d
Xt d<a,ctb
Xm: (a-b)+(c-d)£0

3 oa a¥bh X F c<d Hier scheint es keine Losung zu geben®.

4 o0 adb X F cgdd Xl a<e d<b
X2 a-d<0,1<b+c
X* a<b+c,a-d<b

Da sich unverneinte wie verneinte Unterordnungen a < b bzw. a £ b jeweils in dquivalente Null-Unterordnungen
a-b<0bzw. a-b£ 0 umformen lassen, reduzieren sich die Fille 1 — 4 auf folgende ( mit r fiir @ - b und s

fﬁrc~3):

3Da man im Kalkiil BL" iiber Termnegation verfiigt und daher alle syllogistischen Relationen a, e, ..., 3 ausdriicken kann,

sind durch die Fille 1 — 4 alle hier in Frage kommenden Mdéglichkeiten erschopft.

1Dies entspricht a &d, be c. Da die Syllogistik im klassischen Sinne weder 0 noch 1 kennt, sollte man vielleicht lieber @ < d
und b < ¢ o.4. schreiben. Wir bevorzugen i.a. die termnegationsfreie Schreibweise oder eine solche, die den Zusammenhang

von syllogistischer und minimaler Lésung zu verdeutlichen geeignet erscheint.

5Diese Losung gilt auch schon fiir distributive Verbinde bzw. Begriffslogiken. Distributivitit ist aber wohl erforderlich, da

man zum bequemen Nachweis der Lésungseigenschaft die sog. Schnittregel (vgl. [20]) zu bendtigen scheint.

6 Abgesehen von der trivialen Lésung X = B, hieralso Xp :=c<d. Xy =B istim Ubrigen eine minimale Lésung

fiir alle vier Fille, hier allerdings die einzig mogliche.
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7 <0 F s<0 Xn: s<r
2 r<0F s£0 Xn: r4+s5£0
3 rf£0F s<0
4 r£0F s£0 X*: r<s
Ein Blick auf die zugehérigen Venn-Diagramme lehrt (Abb. 5-8a), daf die Losungen 1°; 2’ und 4’ Venn-

minimal sind, wobei allerdings die Lésung 4’ zuviel liefert: - s £ 0, an Stelle von s £ 0. Lésung 4’ ist jedoch

nicht minimal im Sinne der Definition 7.3, dar £ 0, s €0 F r<s nicht gilt.

1’ Abb. 5
r<0,s<r F s<0
r S = 1
2’ Abb. 6
r<0,r+s£0F s£0
T s = x x % % (in den Zellen 7 - 5)
Die Venn-Minimalitdt der Loésung ersieht man daraus, daf3 es keine Moglichkeit gibt, zu den mit ,— ver-

bundenen Sternchen ein weiteres hinzuzufligen und damit r 4+ s £ 0 abzuschwéchen, ohne damit zugleich

die Beweisbarkeit der Konklusion s £ 0 aufzugeben.

37 Abb. 7
r€0,7 F s<0

%k 1

<

Triviale Sonderlésung ist hier, wie schon oben angemerkt, die Konklusion selbst, also s < 0. Diese ,,Losung*

ist auch Venn-minimal. Uber die Brauchbarkeit dieser ,Losung“ kann man natiirlich streiten.

Abb. 8a
T Abb. 8
r€0,r<s F s<£0
k= * r s

8

(in den Zellen 7 - s)

s£0
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Die Minimalitédt der Losungen fiir 1” und 2’ sieht man so:
1’0 Zuzeigenist A, B F X;dh. r<0,s<0 F s<r. Es gilt:

s<0 0<r

T A6

Es gilt daher B F X; also erst recht A, B F X.
2’: Auch hier gilt bereits B F X;dh. s£€0 F r+s<£0,

s<r+s r+s5<0
s<0

A6

Hieraus folgt dann mit Kontraposition: s £ 0 F r+ s £ 0.

Zur Losung des Falles 1 (aa) kann man auf folgendem Wege gelangen:

a<b X F c<d
a-b<0,X F ¢-d<0 Xm: c-d<a-b nach 1’ s.o.
hieraus: c¢-d<a,c-d<b
und dann: c¢<a+d, b-c<d nach Satz 4.3

Die Losung des vierten Falles (00) kann auf die des ersten (aa) zuriickgefithrt werden:

a€b X F ecfd
c<d,X F a<b nach Satz 4.16

und weiter wie oben, oder aber

a€b X F cfd
a-b£0,X F c-d%£0 Kontraposition von Satz 4.5
X a-b<c-d nach 4’ s.o.

Auch der zweite Fall ao wird ahnlich behandelt:

a<b, X F cfd
a-b<0,X F c-d40 Xm: a-b+c-d£0 mach?2 so.
wobei man die Lésung 2’ unmittelbar aus dem Venn-Diagramm oder aus der BL"—Regel ( Satz )

r<0,7+s£0 F s<£0 entnehmen kann, die sich aus der Kontraposition von Axiom A10 gewinnen lafit.

7.2.2.3 Bewertung

v. Petzingers minimaler Riickschluf} ist allgemeiner als der Venn-minimale Riickschluf}, da er auf nahezu
beliebige Kalkiile bezogen ist, nicht nur auf Boolesche Verbande. Bei der Anwendung auf Boolesche Verbande,
wie z.B. die Begriffslogik ergeben sich im wesentlichen die gleichen Ergebnisse, es gibt jedoch einen wichtigen
Unterschied. Die Lésung im Fall 4 ist , Venn-minimal“, aber nicht ,minimal“. Kontraponiert man dagegen,
verwandelt den Fall 4 also in den Fall 1, so ist die Lésung von Fall 4 plotzlich doch minimal.

Der Grund ist: Die prinzipielle Funktionsmoglichkeit eines Schlusses ist z.B. in der Begriffslogik nicht ge-

geben, wenn man die Konklusion mit einer Pramisse tauscht (Das liegt in der Begriffslogik am Verhiltnis
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von allgemeinen und partikuldren Urteilen), wie dieses die Minimalitdtsbedingung verlangt. Einzig erlaubte
Vertauschungsoperation in der Begriffslogik ist die Kontraposition, bzw. die inkonsistente Triade.

Die Minimalitatsdefinition kann aber fiir Kalkiile, die die Kontraposition erlauben, z.B. so erweitert werden:

A,B |_K X oder E,Z }_K X.

7.3 Die Deduktion

Eine andere Frage, die man sich im Zusammenhang mit logischen Systemen stellt, ist die Frage, was alles
aus den vorgegeben Pramissen folgt. Dieser Vorgang wird im allgemeinen ,,Deduktion“ genannt.

Auch deduktive Fragen kénnen mit Venn-Diagrammen behandelt werden, denn nach dem Eintrag aller
bekannten Pramissen in das Diagramm steht auch alles darin, was aus den Pradmissen folgt. Die Frage ist
natiirlich, in welcher Form und in welchem Umfang man diese Informationen ausliest. Eine vollstdndige
Ausgabe aller in dem Diagramm enthaltenen Informationen wiirde einen erheblichen Umfang annehmen,
auflerdem wire viel redundante Information enthalten von der Art a - b C a.

Fir das Programm wurde daher eine ,,quasi vollstandige“ Ausgabe gewé&hlt, d.h. die Ausgabe kann relativ
einfach ( durch einfachste verbandstheoretische Regeln ) vervollstandigt werden, wenn man sich die Zeit dazu
nehmen will. Um diese ,,quasi vollstdndige® Ausgabe zu erreichen, werden die Zellen, die durch allgemeine
Pramissen gestrichen wurden, in einer Menge zusammengenommen und dann soweit wie moglich zusam-
mengefafit (Generierung der Primimplikanten). Ebenso werden die nicht gestrichenen Zellen jeder einzelnen

partikuldren Pramisse zusammengefafit.

Der bekannteste Zusammenfassungsalgorithmus zur Erzeugung von Primimplikanten ist der Algorithmus
von Quine/McCluskey. Er basiert auf der Regel aMbC 0,aMbC 0+ a C 0, einer einfachen Anwendung von
(Ab).

Das Venn-Diagramm liefert die Minterme als Zellennummern, mit denen der Algorithmus startet. Jedoch
reicht ein Bit nun nicht mehr zur Kodierung der Verhéltnisse eines Grundobjekts aus, denn man mufl neben
dem negierten wie dem unnegierten Auftreten auch noch kodieren kénnen, dafl das Grundobjekt sowohl
negiert als auch unnegiert auftritt, und daher gemaf obiger Regel eliminiert werden kann.

Eine mogliche Losung ist die Kodierung in zwei Zahlen: Zu Beginn sind beide Zahlen gleich und entsprechen
der Zellennummer. Nach Elimination eines Grundobjekts steht in der ersten Zahl eine 0 und in der zweiten
eine 1. Diese Elimination kann erfolgen, wenn sich die beiden ersten Zahlen der zu vergleichenden Implikanten
nur an einer Stelle unterscheiden und ebenso die beiden zweiten Zahlen nur an dieser Stelle. Lassen sich
Implikanten bei einem Durchlauf ( jeder Implikant, der sich méglicherweise an nur einer Stelle von einem
anderen Implikanten unterscheidet, wird mit diesem verglichen ) nicht fiir eine Elimination verwenden, dann

sind sie prim und brauchen nicht mehr weiter betrachtet zu werden.



100 KAPITEL 7. ERWEITERUNGEN

Als Ausgabe erhélt man die Menge der Primimplikanten in der Kodierung durch je zwei Zahlen, die sehr
einfach als Halbordnungen oder negierte Halbordnungen interpretiert werden kénnen.

Es gibt Tmplementationen des Quine/McCluskey Algorithmus, die eine Laufzeit von O(N'9(3) . [og?(N))
erreichen, mit N Lénge der Eingabe. Das liegt an einer besonders effizienten Speicherung der Implikanten,
7.B. in einem 2-3 Baum auf einem 3-wertigen Alphabet. Die vorgestellte Version verwaltet die Implikanten

in linearen Listen, ist also nicht ganz so gut.

Hat man viele Implikanten und lassen sich die Pramissen sehr gut zusammenfassen, so ergeben sich aber

doch recht lange Laufzeiten fiir den Quine/McCluskey Algorithmus.

Daher ist noch ein anderer Algorithmus denkbar, der das Zusammenfassen von der anderen Seite her angeht,
d.h. er beginnt bei der Priifung der stiarksten Zusammenfassungen und arbeitet sich von dort nach unten

VOor.

Dabei gibt die Zahl der zusammenzufassenden Zellen bereits eine Schranke an, ab der es sich erst zu testen
lohnt, ob die jeweils notwendigen Minterme vorhanden sind. Ist die Schranke erreicht, werden die auf dieser
Ebene generierten moglichen Zusammenfassungen getestet, und mit Breitensuche weitergeneriert. Fiir jede so
erzeugte mogliche Zusammenfassung wird iiberpriift, ob alle fiir sie notwendigen Minterme vorhanden sind.
Wenn ja, wird diese Zusammenfassung ausgegeben. Danach terminiert dieser Ast des Baumes der mogli-
chen Zusammenfassungen, denn er wiirde immer nur Spezialfélle der bereits gefundenen Zusammenfassung

ausgeben. Hier wirkt sich die Wahl der ,quasi-vollstdndigen“ Ausgabe aus.

Insgesamt bildet die grofite Zahl der in einer Pramisse vorkommenden Grundobjekte eine Schranke fiir
den Grad der zu erzeugenden Zusammenfassungen. Der Algorithmus terminiert daher spitestens auf der
Ebene der Minterme, meistens aber schon viel frither. Dabei kénnte der Algorithmus im schlimmsten Fall
2(2") mégliche Zusammenfassungen generieren, namlich wenn die Eingabe nur aus einem einzigen Minterm

besteht und das ware sehr schlecht.

Der eine Algorithmus ist da gut, wo der andere schlecht ist und umgekehrt. Als statistisch begriindete
Heuristik hat sich ergeben, den zweiten Algorithmus im Rahmen der Deduktion einzusetzen, sobald mehr

als ein Drittel der Zellen des Diagrammes zusammengefafit werden sollen.
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7.4 Beweise

Es ist moglich, sich den Beweisweg fiir eine beliebige Konklusion, die folgt, aus den Informationen zu suchen,
die ein Venn-Diagramm liefert. Das erscheint auf den ersten Blick unwahrscheinlich, wo doch explizit in Venn-
Diagrammen gar keine Regeln angewendet werden. Das war ja gerade der grofle Vorteil der Diagramme. Die
Regeln der Booleschen Verbinde stecken jedoch implizit in der Konstruktion der Diagramme und daher
ist es, wenn eine Konklusion folgt, méglich, Beweise zu konstruieren. Der Beweis von Satz 3.3 zeigte, dafl
das immer geht. In der Tat sind die Beweise, die man so erzielen kann, nicht immer gerade sehr schén und
Kleinigkeiten werden gelegentlich zu kompliziert bewiesen, aber dafiir ist diese Beweismethode sehr schén
algorithmisch.

Die Beweismethode ist bereits einmal beschrieben worden, und zwar, wie schon erwdhnt, im Beweis von

Satz 3.3. Wir werden die Beschreibung aber trotzdem noch einmal kurz wiederholen:

7.4.1 Halbordnungen

Halbordnungen (allgemeine Konklusionen) werden wie folgt bewiesen:

Es werden die Pramissen bestimmt, die Zellen streichen, welche die Konklusion betreffen. Diese Pramissen
werden dann jeweils auf die Zellen spezialisiert, die Zellen der Konklusion sind. Dann werden die Zellen

zusammengefafit. Die dabei verwendeten Regeln sind die folgenden:

1. aUbCedF aC ¢, b C ¢ (Satz 2.10)
2. aCbMNcA-aC b,aC c (Satz 2.10)

3. anbC cHF a C bUec (Satz 2.26, Transportationsregel von Peirce)

albC cH-al bUec (Satz 2.26, Transportationsregel von Peirce)
4. aC 0F aNbC 0 (Einfache Transitivitdtsanwendung)
5.anbC 0,anbC 0F aC 0 (Quine/McCluskey)
6. allb="bUa (V2a)

aflb=>5bMa (V2b)

Gegeben seien also beliebige Halbordnungen von Funktionen Boolescher Verbédnde.
Zunéchst werden alle zum Beweis benétigten Pramissen in die Form a C b gebracht, dabei stehen auf der
linken Seite nur Konjunktionen und auf der rechten nur Disjunktionen. Dieses geschieht mit den Regeln 1.

und 2. durch Aufspaltung der Pramissen. Unter Umstédnden sind aber auch noch die DeMorgan Regeln und
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die Distributivgesetze notwendig. Dieser Schritt kann nahezu beliebig komplex sein (er kommt quasi einer
Umwandlung in die disjunktive Normalform gleich nach Satz 2.29). Aus den Diagrammen ist dieser Schritt
nicht ablesbar, weil er konstruktiv eliminiert ist. Daher ist der vom Venn-Programm gelieferte Beweis an
dieser Stelle sehr kurz. Aber auch dieser Schritt ist algorithmisch, wie Satz 2.29 erkennen lief3.

Die so umgeformten Pramissen werden dann mit Hilfe der Transportationsregel von Peirce (3.) in Halbord-
nungen der Form a C 0, d.h. in sog. 0-Subsumtionen verwandelt.

Mit Regel 4. werden die Prédmissen soweit wie notig spezialisiert. Soweit wie notig heifit hier, dafl bis auf die
Ebene aller in der Konklusion und in den benétigten Pramissen enthaltenen Objekte spezialisiert wird, im
Extremfall also bis auf die Ebene der Minterme.

Die auf die Zellen der Konklusion reduzierten Pramissen werden dann mit Hilfe von Regel 5. (Quine/McCluskey)
zusammengefafit.

Die so erzeugte Konklusion mufi nun noch eventuell mit Hilfe der Regeln 1., 2. und 3. und evtl. noch
DeMorgan und Distributivgesetze in die gewiinschte Form gebracht werden. Auch dieser Schritt kann wieder
extrem gekiirzt sein.

Hier nicht extra aufgefithrt sind kommutative Vertauschungen, die gelegentlich notwendig sind.

Der zugehorige Algorithmus ist sehr umfangreich, denn es wird in der Abfolge der obigen Regelanwendungen
ein sehr komplexes Geflecht von Riick- und Querbeziigen zwischen Listenelementen aufgebaut, die auf die
Pramissen einer Konklusion verweisen, solange bis man bei den wirklichen Pramissen angelangt ist. Dann
lauft nocheinmal ein Kiirzungsalgorithmus tiber das Geflecht von Regelanwendungen, um unnétige Teile des
Geflechts zu eliminieren.

Allgemeine Konklusionen koénnen auch auf Streichungen beruhen, die durch Individualbegriffsdeklarationen
hervorgerufen werden. Dann gehdrt noch mindestens eine partikuldre Pramisse mit zum Beweis. Diese par-
tikuldre(n) Pramisse(n) wird (werden) im Beweis mit angegeben, sowie die allgemeinen Pramissen, die, falls
vorhanden, dazu fiihren, daf die obige(n) partikuldre(n) Pramisse(n) zum Beweis gehéren. Diese Streichun-
gen kdénnen natiirlich wiederum auf Individualbegriffsdeklarationen beruhen. Die Individualbegriffsdeklara-
tion bringt eine Komplikation in die Beweismechanik, denn Schraffierungen von Zellen durch Individual-
begriffsdeklarationen kénnen wiederum auf Individualbegriffsdeklarationen beruhen, usw. Dieses Problem
wird durch einen rekursiven Aufruf der Beweisroutinen geldst, bis keine Individualbegriffsdeklaration mehr

als Pramisse auftaucht.

7.4.2 Negierte Halbordnungen

Negierte Halbordnungen (partikuldre Konklusionen) werden etwas anders als die allgemeinen Konklusionen

bewiesen:
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Es werden der Reihe nach die Sternsorten bestimmt, mit denen die Konklusion FOLGT. Dann werden die
Sterne der jeweiligen Sternsorte bestimmt, die gestrichen sein miissen (mdoglicherweise muf keiner gestrichen
sein). Die partikulare Pramisse wird in ihre kleinsten Teile spezialisiert. Dann werden die gestrichenen Sterne
entfernt und die iibrigbleibenden Sterne zur Konklusion zusammengefafit.

Es werden zusétzlich die folgenden Regeln bendtigt:

7. anblZ ¢ 4F a Z bU ¢ (Kontraposition von Satz 2.26)

aMbiZ ¢ alZ bUec (Kontraposition von Satz 2.26)
8. aZ 0k (amb)U (aMb) Z 0 (Einfache kontraponierte Anwendung von (A5))
9. alUbZ0,aC0F bIZO (Satz 2.32)
10. aMbZ 0F a iZ 0 (Kontraposition von 4.)

Zunichst wird die benétige partikuldre Pramisse und (falls erforderlich) die bendtigten allgemeinen Pramis-
sen aufgelistet. Die partikuldre Pramisse wird mit Hilfe von Regel 7. in eine negierte 0-Subsumtionen verwan-
delt und dann mit Regel 8. bis auf Mintermstufe aufgespalten. Die allgemeinen Pramissen werden behandelt
wie im Fall einer allgemeinen Konklusion. Dann werden mit Hilfe von Regel 9. die auflerhalb der Konklusion
liegenden gestrichenen Sterne der partikuldren Prédmisse entfernt. Die so entstandene negierte 0-Subsumtion
wird sodann mit Regel 10. soweit wie ndtig verallgemeinert und mit Regel 7. in die gewiinschte Form ge-

bracht.

Auch dieser Algorithmus ist wieder sehr kompliziert, enthilt er doch zum Teil den Algorithmus fiir allgemeine
Pramissen. Ansonsten funktioniert er aber ganz &hnlich, indem wieder entsprechend den anzuwendenden
Regeln ein Geflecht von Riick- und Querbeziigen aufgebaut und anschliefend durchgekiirzt wird.

Eine geeignete partikuldre Pramisse kann auch durch die Deklaration eines Individualbegriffes entstanden

sein, in diesem Fall wird die entsprechende Deklaration als Pramisse angegeben.

7.4.3 Bemerkungen

Ein zuvor durchgefiihrter Konklusionentest, bei dem bereits wichtige Informationen gesammelt werden,
zeigt, ob ein Beweis iiberhaupt mdglich ist. Ist der Konklusionentest positiv, so folgt die Konklusion und
dieses Wissen macht sich der Algorithmus zunutze. Er hat sozusagen eine Erfolgsgarantie. Das unterscheidet
ihn von vielen anderen Beweisalgorithmen, die unter Umsténden in die Irre laufen, weil sie etwas beweisen

wollen, was nicht beweisbar ist.

Die Auffindung dieser Beweismechanik wurde durch die Verwendung des Halbordnungskalkiils, gegeniiber

dem Booleschen Gleichungskalkiil, begiinstigt. Warum 7
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Der Gleichungskalkiil enthélt im Prinzip nur eine Regel, ndmlich die unglaublich starke Substitutionsregel.
Diese Regel ist heuristisch sehr anspruchsvoll, sie verlangt in jedem Schritt eine ,Idee“, was gleichzusetzen
oder einzusetzen ist. Hier eine Beweismechanik zu finden, ist ziemlich schwierig, wenn nicht unmaoglich, denn
jeder Beweis ist anders. Der Halbordnungskalkiil enthélt dagegen eine ganze Reihe einfacher Regeln, von
denen nur eine einzige etwas unangenehm ist, namlich die Transitivitdtsregel (A6). Bei der Riickwértsent-
wicklung eines Beweises, d.h. der Konstruktion des Beweises von der Konklusion zu den Pramissen, ist man
gezwungen einen , Mittelterm® neu einzufithren, ebenfalls ein heuristisch sehr anspruchsvoller Akt.

Dieses Problem wird im vorliegenden Beweisalgorithmus umgangen, da die Transitivitdtsregel nicht direkt
zur Anwendung kommt. Statt dessen werden Sdtze verwendet, die zwar mit Hilfe der Transitivitdtsregel
bewiesen wurden, aber nicht deren heuristisches Problem haben.

Der iiblicherweise verwendete Gleichungskalkiil zur Darstellung Boolescher Verbidnde verhindert gewisser-
maflen die Auffindung eines einfachen Beweisalgorithmus. Auch mit dem nackten Halbordnungskalkiil ist es
noch schwierig. Die ,bildliche“ Darstellung des Halbordnungskalkiils, sowie des Verhéltnisses Pramissen -
Konklusion im Venn-Diagramm macht das Erkennen der Zusammenhénge dagegen relativ einfach.

Die durch das Programm gelieferten Beweise beruhen quasi auf einem gegeniiber dem Kalkiil BVS#
veranderten Axiomensatz. Diese Kalkiile sind jedoch dquivalent, denn die Kalkiile des einen lassen sich
in dem anderen beweisen.

Eine Richtung ist bereits erledigt durch die oben angegebenen Satznummern zu den verwendeten Regeln.
Weiterhin sind die Axiome A7 und A8 durch die Ubersetzung erledigt, die Giiltigkeit der Axiome A6, A9
und A10 macht man sich leicht am Venn-Diagramm klar. Ebenso kann man sehr leicht die Giiltigkeit von

-A6- bis -A10- klaren.

7.4.4 Individualbegriffe

Eine Individualbegriffsdeklaration als Konklusion wird behandelt, indem die Totalidentitdt mit einem beste-
henden Individualbegriff nachgewiesen wird. Die Vorgehensweise entspricht also der bei allgemeinen Pramis-

sen.

7.4.5 Aussagenlogik

Fiir die Aussagenlogik wird zusétzlich noch bei Bedarf das Urteilsprinzip angewendet. Das geschieht bevor
die Pramissen in das Diagramm eingetragen werden und geschieht auch wieder beim Auslesen. Partikulare
Pramissen und Konklusionen, sowie Individualbegriffsdeklarationen sind in der Aussagenlogik weder sinnvoll

noch moglich und kénnen somit auch nicht behandelt bzw. bewiesen werden.
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7.4.6 Grundformeln

Grundformeln (,tautologische“ Urteile), wie z.B. a < a sind mit Venn-Diagrammen nicht beweisbar, da sie
in ithnen zwar eingetragen werden konnen, aber keinerlei sichtbare Auswirkungen zeigen. Sie sind bereits alle
implizit in der Konstruktion der Venn-Diagramme enthalten. Das Programm kann nichts beweisen, da diese

Konklusionen nichts streichen. Sie bendtigen ja auch keine Prémissen, um zu folgen.

7.5 Widerspriiche

Ein Pramissensystem ist widerspriichlich, wenn es eine Sternsorte gibt, deren Sterne vollstdndig schraffiert
sind, denn dann gilt @ £ 0 aber auch a < 0. Das ist das Schlimmste, was passieren kann und eine weitere
Diskussion iiber das Pramissensystem ist ziemlich sinnlos.

In der Aussagenlogik tritt dieser Fall ein, sobald jede Zelle schraffiert ist, denn im Hintergrund der Aussa-
genlogik steht die Zweiwertigkeit, d.h. 1 £ 0. Die vollstandige Schraffur des gesamten Diagrammes ist aber

nichts anderes als 1 < 0.

Begriffslogisch interessant sind auch solche Beziehungen wie 1 < @ oder a < 0, denn sie zeigen an, dafl ein

Begriff der inhaltsleerste bzw. widerspriichlich geworden ist.

7.6 Bestimmung iiberfliissiger Voraussetzungen

Da jede Pramisse einzeln in die Felder der Datenstruktur, die das Venn-Diagramm représentiert, eingetragen
wird, ist es sehr einfach méglich, zu priifen, ob in bezug auf das gesamte Pramissensystem Pramissen
redundant vorhanden sind.

Bei den Pramissen alb C 0 und @ C 0 ist z.B. a6 C 0 vollig iiberfliissig. In dhnlicher Weise kénnen auch
partikuldre Pramissen behandelt werden.

In einem rekursiven Prozefl werden Enthaltenseinsbeziehungen der Pramissen untereinander gepriift.
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