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1. FEinleitung

Von jeher gilt Logik als eine Grunddisziplin der Philosophie, wie auch
als Werkzeug wissenschaftlicher Arbeit iiberhaupt. IThre Gesetze miissen
in jeder Argumentation, die diesen Namen auch verdient, beachtet wer-
den.

Es gibt heute zwei grundsétzliche Logikrichtungen:

e Die Begriffslogik basiert auf Begriffen, setzt diese zu Urteilen zusammen und
bildet aus diesen wiederum Schliisse.

e Die Urteilslogik (heute: Aussagen- und Priidikatenlogik) basiert auf Urteilen
als Atomen und bildet aus diesen Schliisse. Auf hoherer Ebene werden durch
Priadikate auch Begriffe darstellbar.

Die Begriffslogik ist heutzutage gegeniiber der Urteilslogik stark in
den Hintergrund getreten. Ja, sie ist vielfach iiberhaupt unbekannt.
Wer daher den heutigen Stand der Begriffslogik bewerten will, der muf3
zundchst die Geschichte der Begriffslogik, ja der Logik iiberhaupt be-
trachten. Die folgende Darstellung kann aber notgedrungen nur sehr
kurz und demzufolge recht unvollstéindig sein.

lgewidmet dem Gedenken an Bruno Baron v. Freytag Loringhoff, der am
28.2.1996 im Alter von 83 Jahren verstarb.



2. Geschichtlicher Uberblick

Die Geschichte der Logik im Abendland als eigene Wissenschaft be-
ginnt im Prinzip mit den spéter zum Organon zusammengefafiten logi-
schen Schriften des Aristoteles.

Aristoteles betrieb im wesentlichen Begriffslogik, es finden sich jedoch
auch einige modale und sogar urteilslogische Stellen in seinen Werken.

In der Scholastik wurde die Aristotelische Logik nahezu auf die Syl-
logistik und auf die Lehre vom hypothetischen Schlufl reduziert, der
syllogistische Bereich allerdings durch unnotigen Ballast erweitert (Ka-
tegorienlehre, Suppositionslehre, u.a.). Als solche wurde sie die klas-
sische philosophische Logik, belastet mit allen méglichen psychologi-
schen, linguistischen und ontologischen Einfliissen. Als Konsequenz des-
sen beschéftigten sich die mittelalterlichen Logiker mit lauter Proble-
men, die eigentlich nichts mit Logik zu tun hatten. Da war z.B. die Fra-
ge der Reihenfolge der Begriffe im i-Urteil, die Frage also, ob es einen
Unterschied gibt zwischen: ,,Einige Pferde sind schwarz®“ und , Einiges
Schwarze ist Pferd“? Vom sprachlichen Standpunkt ist das sicherlich
sehr interessant, aber rein logisch ist es ohne Bedeutung. Dennoch wur-
den Schliisse eingefiihrt, die Riicksicht auf die Reihenfolge der Begriffe
in den Urteilen nahmen, und machten die Logik damit komplizierter,
als es eigentlich notig gewesen wére.

Auf der anderen Seite finden sich bei den Stoikern, bei Philon und im
Mittelalter bei Ramon Lull bereits urteilslogische Ansitze. Im Grun-
de wurde allerdings nur Aussagenlogik betrieben, was eine zusétzliche
eigene Begriffslehre notig machte, da Begriffsbeziehungen in der Aus-
sagenlogik nicht adédquat ausgedriickt werden konnen.

Mitte des 17. Jahrhunderts arbeitete Leibniz im wesentlichen begriffs-
logisch, wurde jedoch auch von Lull beeinfluft, und obwohl er sich eine
,lingua universalis* wiinschte, hatte er doch keinen wirklich geeigneten
Formalismus. Das ist der Grund fiir zahlreiche Fehler in den Leibniz-
schen Werken; Fehler, die spéiter zu Unrecht dem Konzept , Begriffslo-
gik* angelastet wurden.

Begriffslogik und Urteilslogik liefen praktisch parallel nebeneinander
her, wobei die Begriffslogik allerdings leichte Vorteile besafl. Bis zur
Mitte des 19. Jahrhunderts gab es kaum bahnbrechende Entwicklungen
in der Logik.

Das é@nderte sich mit Boole und De Morgan. Boole bahnte mit seiner
Algebra der Logik neue Wege, indem er die Logik in einer von der
Mathematik abgeleiteten formelartigen Weise darstellte. Booles Ansatz
wurde von vielen weiterentwickelt und von Schréder nahezu vollendet.

Booles Ideen fanden Anwendung sowohl in der Begriffs- als auch in
der Urteilslogik, jedoch fiithrten sie zunéchst nur in der Urteilslogik zum



Ziel, die Begriffslogik blieb weiter unformalisiert. Schroder versuchte
z.B. in spéteren Jahren die Undurchfiithrbarkeit einer ,Inhaltslogik®,
die weitgehend mit der Begriffslogik gleichgesetzt wurde, zu beweisen.

Frege leitete dann mit einem seiner wichtigsten Werke, das sinniger-
weise den Namen Begriffsschrift tragt und nichts mit Begriffslogik zu
tun hat, den Siegeszug der Urteilslogik ein. Obwohl Freges graphischer
Kalkiil heute nicht mehr benutzt wird, setzte sich sein Konzept ,,Das
Urteil als Basis der Logik“ durch. Mafigeblich verantwortlich hierfiir
sind Russell und Whitehead mit ihren Principia Mathematica. Nur die
Urteilslogik wurde ,,mathematisch* formalisiert, die Begriffslogik aber
blieb in den Hénden der Philosophen und entwickelte sich nur unwe-
sentlich weiter.

So kam es, dal die Begriffslogik sehr bald in den Ruf geriet, veral-
tet, probleminadédquat und unbrauchbar zu sein. Nicht etwa weil sie es
wirklich war, sondern weil es unterlassen wurde, sie wie die Urteilslogik
geeignet zu entwickeln und zu formalisieren.

3. Ein neuer Anfang

Etwa 1938 begann dann Bruno Baron v. Freytag Loringhoff auch fiir
die Begriffslogik den Weg der Formalisierung. Das war nicht das primére
Ziel v. Freytags, denn er wollte eigentlich nur der ,philosophischen®
Begriffslogik ihre Bedeutung zuriickgeben, um so ein Gegengewicht zu
den ,,mathematischen“ Urteilslogiken zu schaffen.

Dazu mufiten allerdings die Grundlagen der Begriffslogik genauer
gefafit werden, als es bis dahin geschehen war. Ausgehend von den
Vorgaben seines philosophischen Lehrers Giinther Jacoby und basie-
rend auf dessen Logik-Vorlesung befreite v. Freytag die Begriffslogik
zunéchst von storenden psychologischen, ontologischen, linguistischen
und gnoseologischen Einfliissen. Ubrig blieb das Geriist einer reinen
Begriffslogik, die lediglich auf den beiden Begriffsbeziehungen ,,Iden-
titat“ und ,,Diversitdt” beruhte, sowie auf der Moglichkeit, Begriffe als
widerspruchsfrei zu deklarieren.

Eine kurze Darstellung:

o Der Begriff des Begriffes wird sehr allgemein gefaft. Faktisch wird alles als
Begriff angesehen, Existierendes wie Nichtexistierendes, Individuelles wie All-
gemeines, Widerspruchsfreies wie Widerspruchsvolles, Inhaltsreiches wie In-
haltsleeres, Bekanntes wie Unbekanntes, Wahres wie Unwahres, Erkennbares
wie Unerkennbares, usw.

Begriff ist, was ,meinbar® ist, also z.B.: ,Hund“, ,Geige“, ,,Streichinstru-
ment“, ,Sokrates®, , gefliigeltes Einhorn“ und ,,viereckiger Kreis*.



e Ein Begriff hat i.a. keine ,,Wertigkeit“. Er ist weder wahr noch falsch noch
wahrscheinlich noch irgendetwas sonst, er ist einfach er selbst. Ein Begriff
hat allerdings sowohl Inhalt, als auch Umfang.

e Zum Inhalt eines Begriffes gehort alles, was man positiv vom ihm sagen kann,
was an ihm ist, sozusagen seine ,,Merkmale“.

e Zum Umfang eines Begriffes gehort alles, von dem er gilt, alles was in ihm
ist. Die ,,Klasse“ eines Begriffes bezeichnet i.a. nur einen Teil des Umfanges,
nidmlich die Individuen, die unter den Begriff fallen. Zur Klasse des Begrif-
fes ,,Geige“ gehoren alle jemals gebauten Geigen, zum Umfang von ,,Geige“
gehoren auch noch alle gemeinten, aber nie gebauten Geigen, d.h. alle Arten
von Geigen, unter denen kein Individuum liegt.

e Ein Begriff kann negiert werden. Das Negat eines Begriffes ist wieder ein
Begriff, der allerdings weder gemeinsamen Umfang noch gemeinsamen Inhalt
mit dem Begriff hat, aus dem er gebildet wurde. Doppelte Negation fiihrt
wieder auf den Ursprungsbegriff.

e Die unsymmetrische Identitidtsbeziehung, das sogenannte Art-Gattungs-
Verhiltnis zwischen zwei Begriffen (das a-Urteil), driickt aus, da8 der eine
Begriff mindestens denselben Inhalt (héchstens denselben Umfang) hat, wie
der andere Begriff. So ist z.B. der Begriff ,,Geige“ Art des Gattungsbegriffes
»Streichinstrument®.

e Die symmetrische Diversitidtsbeziehung zwischen zwei Begriffen (das e-Urteil)
driickt aus, da8 beide Begriffe zueinander im Widerspruch stehende Inhalts-
merkmale haben, damit also umfangsfremd sind. So sind z.B. die Begriffe
,»Geige“ und ,,Bratsche“ zueinander divers.

e Mit dem ,,VergeBbarkeitsprinzip* wird die Moglichkeit bezeichnet, einen Be-
griff als widerspruchsfrei zu deklarieren. Dieses Prinzip wird so genannt, weil
von dem betroffenen Begriff ,vergessen“ wird, wie er heiflt, was er bedeu-
tet, lediglich seine Existenz, seine Widerspruchsfreiheit wird vorausgesetzt.
Uber dieses Prinzip kommen sowohl die Negation der Identitéts- als auch der
Diversititsbeziehung ins Spiel (die sog. partikuléren Urteile).

e FEin Individualbegriff ist in der Begriffslogik ein spezieller Begriff. Er ist der
Stellvertreter fiir ein Individuum, wie z.B. ,,Sokrates®, im Gegensatz zu den
Allgemein-Begriffen, wie z.B. , Streichinstrument“. Fiir diese speziellen Be-
griffe gelten zusétzliche Regeln, die ihre Individualitéit bewirken, so z.B., dafl
die Individualbegriffe existieren, d.h. widerspruchsfrei sind, und daf} sie un-
teilbar sind.

e Ebenso kénnen auch fiir andere spezielle Begriffskategorien zuséitzliche Re-
geln gefunden werden, die diese charakterisieren.

e FEs gelten einige Operationsregeln, darunter das bekannte ,,dictum de omni*
und das ,dictum de nullo“.

Fiir diese reine Begriffslogik entwarf v. Freytag in den 40er Jahren
einen zweidimensionalen, stark an Hasse-Diagramme oder an die heuti-
gen semantischen Netze erinnernden Kalkiil. Dabei bilden die Begriffe
die Knoten, die verschiedenen Kantentypen stellen die logischen Be-
ziehungen zwischen den Begriffen dar. Durch die Operationsregeln des
Kalkiils werden neue Kanten erzeugt. Unverbundene oder ,nur wenig
verbundene Knoten“ (zwei Knoten kénnen durch mehrere verschiede-
ne Kanten in Beziehung zueinander stehen) werden durch die Regeln
des Kalkiils miteinander verbunden und so die logischen Verhéltnisse
verdeutlicht.



Dieser Strichkalkiil bietet einige didaktische Vorteile, wenn sich die
Zahl der Begriffe in Grenzen héilt, und eignet sich hervorragend zum
Vorwiértsbeweisen. Ein kleines Beispiel wird dieses spéter verdeutlichen.

Unbeabsichtigt, wie schon oben bemerkt, entstand durch diesen
Strichkalkiil, der eigentlich nur als eine Art Hilfsnotation gedacht war,
ein System von Grundformeln und -regeln. Auch wenn dieser Kalkiil
in keiner Weise ,,mathematisch“ aussah, war er doch ohne Zweifel eine
Formalisierung der Begriffslogik. Der Strichkalkiil wurde systematisch
verbessert und als Mittel verwendet, auch den mathematik-abgeneigten
Philosophen, die damals die Regel waren, einen gradlinigeren Zugang
zur Anwendung der Logik zu liefern.

Mit Hilfe dieses Strichkalkiils gelang es v. Freytag, die klassen-
und urteilslogischen Einwénde gegen die scholastische Syllogistik vom
philosophisch-begriffslogischen Standpunkt aus gesehen zu kldren, so-
wie die Syllogistik selbst zu straffen und von nicht-logischen Einfliissen
zu befreien.

e Auf dieser Grundlage entstand eine Theorie des Riickschlusses auf verborgene
Pramissen, dessen Anfinge sich bereits bei Peirce finden lassen.

Der Riickschlufl auf verborgene Pramissen hat deshalb so grofie Bedeutung,
weil in den meisten Fillen Beweise nur Ethymen sind, d.h. verstiimmelte
Fragmente des eigentlichen Beweises. Triviale oder nur trivial erscheinende
Priamissen werden oftmals unabsichtlich, manchmal aber auch mit Absicht
weggelassen, um die ,Lesbarkeit” eines Beweises zu erhéhen. Diese verbor-
genen Primissen zu finden, am besten noch die minimal notwendigen, kann
gelegentlich recht interessante und iiberraschende Ergebnisse erbringen, denn
unter Umsténden kann man nichteinmal diese minimal notwendigen Pramis-
sen zugeben, und dann bricht der Beweis zusammen.

Allerdings macht v. Freytags Ansatz recht starke Annahmen beziiglich der zu
verwendenden Begriffe, so dafi die Ergebnisse dieser Riickschlufitheorie fiir die
minimale Ergénzung eines Schlusses nicht zwingend sind. Seine Riickschluf3-
theorie funktioniert daher nur im positiven Sinne; ist eines der vorgeschla-
genen Pramissensysteme akzeptabel, so hat man eine Moglichkeit gefunden,
den Beweis vervollstindigen zu kénnen.

e Neben den Aristotelischen a-, e-, i- und o-Urteilen gab es, das wufite man
schon lidnger (einfach zu sehen ist das z.B. am Venn-Diagramm), vier wei-
tere zu den alten Urteilen duale, die mit &, € 1 und 6 bezeichnet wurden.
v. Freytag konnte diese Urteile sowohl in seinen Strichkalkiil als auch sprach-
lich verniinftig einordnen. Genannt sei hier nur die ,,Disparitét®, eine andere
Art von Verschiedenheit, am besten durch Inhaltsfremdheit ausgedriickt, was
einer ,, Unihnlichkeit“ enspricht, sowie deren Negation, der ,, Ahnlichkeit®.

e Eine der grofiten Schwichen der Aristotelischen und Scholastischen Logik
war die nur mangelhaft ausgebildete Verkniipfungstheorie fiir Begriffe. Ein
zusétzliches Zeichen in zwei Ausformungen wurde in den Strichkalkiil ein-
gefiigt, das eine Verkniipfung (Definition) bezeichnete, also ,,Spezifikation*
(und) bzw. ,,Generalisation“ (oder), zuziiglich der zugehérigen Operationsre-
geln, und es zeigte sich, dafl der so erweiterte Kalkiil eine Boole-Schrédersche-
Algebra darstellte, nur werden eben nicht Urteile und damit Wahrheitswerte
durch ,und“ und ,,oder* verkniipft, wie in der Urteilslogik, sondern Begriffe,
d.h. deren Inhalte und Umfinge.



e FEs wurde begonnen, die Begriffslogik auf den Ende der 60er Jahre iiblichen
»Grofirechnern® und spéter auf den heute iiblichen Personalcomputern zu
programmieren.

Wie bereits oben bemerkt, eignet sich dieser graphische Kalkiil sehr
gut dazu, Beweise ,, vorwarts® auszufithren. Es folgt ein kleines Beispiel,
das einen Vorwirtsbeweis zeigen und zugleich einen kleinen Eindruck
vom Strichkalkiil geben soll. Es soll bewiesen werden, dafl wenn ,,a“ Art
von ,,b* ist und ,,¢“ Art von ,,d“ ist, dann auch ,a und c* Art von ,,b
und d* ist. Dabei sind ,;a“, ,b*, ,c* und ,,d“ beliebige Begriffe.

b d durchgezogen: Primisse oder Axiom
>\./< durchbrochen: Konklusion

Y
|
|
|
|

a>\‘/<c

Der Strich mit den Schaftfedern gibt die Art-Gattungsbeziehung an,
wobei die Gattung am Ende mit den Schaftfedern sitzt. Der Punkt in
den zwei Art-Gattungsbezichungen einlaufen, kennzeichnet das Spezi-
fikat, also die Und-Verkniipfung zweier Begriffe. Die folgenden beiden
Regeln werden fiir den Beweis benétigt: Das ,,dictum de omni“ (Tran-
sitivitdt) und die das Spezifikat quasi definierende Regel, ndmlich daf}
das Spezifikat zweier Begriffe die allgemeinste Art der beiden Begriffe
ist.

2 b\/c
4 Y

v

a

Zum Beweis geht man wie folgt vor: man zeichnet zunéchst die
Pramissen hin und stellt dann Schritt fiir Schritt neue Verbindungen
her, bis sich die gewiinschte Konklusion ergibt. Das ist das typische
Vorgehen in einem Vorwértsbeweis.
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1 und 2 sind dabei Transitivitdtsanwendungen, 3 wendet die Spezifi-
katregel an.
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4. Aufbau

Auf dieser Grundlage entwickelte Johann-Michael v. Petzinger, ein
Schiiler v. Freytags, begriffslogische Kalkiile, die in ihrer Erscheinungs-
form sehr den urteilslogischen ,mathematischen® Kalkiilen d&hnelten.
An diesen Kalkiilen trat sehr deutlich die verbandstheoretische Struk-
tur der Begriffslogik zutage. Gedacht waren diese ,mathematischen*
Begriffslogikkalkiile zunéchst nur fiir den Vergleich von Begriffs- und
Urteilslogik; es stellte sich jedoch heraus, dafl diese Kalkiile besonders
gut fiir die Technik des Riickwértsbeweisens geeignet waren. Auch die-
ses wird spéter an einem Beispiel verdeutlicht werden.

In diesen Kalkiilen bedeutet a < b das Art—Gattungs-Verhéltnis,
a = b die totale Identitiit, Uberstreichen kennzeichnet die Negation, +
bzw. Y bezeichnet die Generalisation (oder), - bzw. [ ] die Spezifikation
(und), der waagerechte Strich kennzeichnet das Ableitungsverhiltnis.

Eine Axiomatik der Begriffslogik im Petzingerschen Sinne kénnte et-
wa so aussehen (andere Axiomatisierungen sind méglich):

a<b b<e¢
Al a<a A6 _—
- a<c
b<a a<b
A2a a-b<a AT _—
a=1»b
A2b  a-b<b
a==5b a=2>b
A3a a<a+bd AS8a a<b A8b b<a
A3b b<a+bd
Ada 0< A9 esbh asc
a =a a<b-c
Adb  a<1
A5 <(a-b b Alp 1=c b=c
a a<(a-b)+ (a-b) atb<ec

A5b  (a+b) - (a+b)<a



A= -
A2 i < ap A9’ 7 a
[T < a <[, b
a; S b .
A3’ ar < Z a; A10° ﬁ iNFb
B LAy =

Die beiden folgenden, in zweifacher Darstellung gegebenen Regeln
stellen eine Beziehung zwischen dem Art-Gattungs-Verhiltnis (der
Identitétsbeziehung) < und der Ableitungsbeziehung + (bisher durch
den waagerechten Strich symbolisiert) her:

( (A1) (A2) ... (Aa) ) Ay, As,... Ay F B

All B
A A,-... A, <B
Ay -Az-...- A < B
Al2 Ay, Az, Ay A1-Ax-. .- A< B Ay -Az-...- A <B
B A17A2y<~AuFB

Desweiteren gibt es auch noch einen Kalkiil, der die Bedeutung von
»& kommt nicht frei in ... vor“ (zNF...) festlegt. Das soll hier aber
entfallen.

Die Axiome sind wie folgt zu verstehen:

A1l Der Begriff ,,a“ ist Art des Begriffes ,,a“.

A2 Der Begriff ,a und b“ ist Art des Begriffes ,,a“ sowie Art des
Begriffes ,,b“.

A3 Die Begriffe ,,a“ und ,,b*“ sind Arten des Begriffes ,,a oder b*.

A4 Der widerspriichliche Begriff (0) ist Art aller Begriffe und jeder
Begriff ist Art des inhaltsleersten Begriffes, des ,,Meinbaren“ (1).

A5 Die Negation eines Begriffes wird definiert, indem der Begriff ,,a“
erkléart wird, als Art der Oder-Verkniipfung der ,a“, die die Ei-
genschaft ,b“ haben mit den ,,a“, die nicht die Eigenschaften von
,b* haben. Die andere Richtung dieser Art-Gattungs-Beziehung
ist einfach herleitbar, so dafl ,,a“ genau der obigen Verkniipfung
entspricht.

Andererseits kann man den Begriff ,a* auch beschreiben als Und-
Verkniipfung der ,,a oder b*“ mit den ,,a oder Nicht-b,,.

A6 TIst ,a“ Art von ,b“ und ,b* Art von ,,c*, so ist auch ,,a“ Art von

«
5C

A7 Ist ,a“ Art von ,b“ und ,b“ Art von ,a“, so ist ,a“ mit ,b“ total
identisch.



A8

A9

A10

A2

All

A12

Ist ,,a“ total identisch mit ,b“, so ist ,a* Art von ,b* und ,,b“
Art von ,a“.

Ist ,a“ Art von ,,b“ und ,a“ auch Art von ,c“, so ist ,a“ auch
Art von ,b und c“.

Ist ,,a“ Art von ,,¢c“ und ,b“ Art von ,c“, so ist ,a oder b“ Art
von ,.c“.

wie auch A3’, A9’ und A10’ sind Axiome, die die Spezifikation,
bzw. die Generalisation analog zu den Axiomen A2, A3, A9, A10
fiir indizierte Begriffe erklaren, d.h. fiir unendlich viele Begriffe.

Die Deduktionsregel ist zu lesen als: Ist aus den Annahmen A; bis
A, die Formel B abgeleitet, so gewinnt man unter ,,Beseitigung*
dieser Annahmen (das deutet die Klammerung der A; bis A,, an)
die nun im Kalkiil ableitbare Formel Ai-As-... A, < B; oder
anders: Aus dem Beweis A1, Ay, ... A, F B gewinnt man die
Formel Ai-As-...-A, < B.

Die Abtrennungsregel ist zu lesen als: Aus Ay, As, ... A, so-
wie A1-As- ...-A, < B ist B ableitbar; oder: Aus der Formel
Ai-As-...-A, < B gewinnt man die Ableitung, den Beweis, die
Regel A1, Ao, ... A, F B.

Fiir das Alphabet dieses im folgenden BL"™ genannten Kalkiils gilt:

Variablen seien mit a, b, ¢, ..., A, B, C, ... bezeichnet.
0 und 1 seien Konstanten.

< und = seien Beziehungszeichen.

“ 5+, I, DO seien Verkniipfungszeichen.

Terme sind:

— Zeichen des Alphabetes, die (auch mehrfach) mit Indizes
oder Exponenten (aus dem Alphabet) versehen sein diirfen.

— s-tund s+ ¢ wenn s und ¢t Terme sind.

— 5, [[;s und >, s (i sei eine Variable) wenn s ein Term ist,
der natiirlich von i abhéngen darf.

Formeln sind:

— Zeichen des Alphabetes, die (auch mehrfach) mit Indizes
oder Exponenten (aus dem Alphabet) versehen sein diirfen.



—s<t,s<Lt,s=tund s #t wenn s und ¢t Terme sind.

—a<ba<fba=ba#0b a-bund a+ b wenn a und b
Formeln sind.

— @, [[,a und >, a (i sei eine Variable) wenn a eine Formel
ist.

Die eindeutige Lesbarkeit der Ausdriicke wird nétigenfalls durch Set-
zen von Klammern gewéhrleistet.

Typisch fiir logische Kalkiile ist, dafl alle Formeln auch Terme sind,
bzw. daf} alle Beziehungszeichen auch wie Verkniipfungszeichen behan-
delt werden diirfen. Dies liegt daran, dafl in der Logik die Beziehung von
Grundobjekten wiederum ein Grundobjekt ist, d.h. die Beziehung von
Begriffen ist wieder ein Begriff, die Beziehung von Urteilen ist wieder
ein Urteil.

Zumindest fiir die Begriffslogik der 1. Ebene scheint es unsinnig,
zuzulassen, dafl auch alle Verkniipfungszeichen wie Beziehungszeichen
behandelt werden diirfen, denn ein Allgemeinbegriff als alleinstehen-
der Term in einer Ableitung macht wenig Sinn (keine Wertigkeit). Auf
hoherer Ebene, wenn auch beliebigstellige Relationen und Funktionen
als Begriffe aufgefasst werden, macht es allerdings Sinn, so dafl diese
Auffassung von Verkniipfungszeichen fiir die Begriffslogik nicht ausge-
schlossen werden darf. Ausgedriickt wiirde das durch die Regel: ,,Be-
handle jeden Term ab der zweiten Ebene wie eine Formel“. Auf hoher-
er Ebene kénnen dann auch F und t/ als Beziehungszeichen, sowie das
Komma als Verkniipfungszeichen aufgefafit werden.

Dieser Kalkiil eignet sich, wie bereits bemerkt, sehr gut zum
riickwérts beweisen, d.h. ausgehend von der Konklusion versucht man
den Beweis riickwérts zu entwickeln, um so schliefilich Voraussetzungen
und/oder Grundformeln zu erreichen.

Der Beweis des Satzes, der bereits bei v. Freytags Kalkiil als Beispiel
gebracht wurde, gestaltet sich hier wie folgt. In der Konklusion a-c < b-d
wird zunéichst der Term b-d mit Regel A9 jaufgespalten:

a-c<b a-c<d
a-c<b-d

A9

Da die so entstandenen Formeln weder Voraussetzungen noch Theo-
reme sind, mufl man fortfahren und wird — wenn man keine bessere
,ldee“ hat — versuchsweise jeweils eine Transitivitatsanwendung (Re-
gel A6) ansetzen,
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a-c< <b a-c< <d
a-c<b A6 a-c<d A6

und dann die Zwischenterme geeignet wéihlen, was schliefllich auf den
vollsténdigen Beweis fithrt:

A2 A2
a-c<a a<b a-c<c chAG
a-c<b a-cgdA9
a-c<b-d

Den Kalkiil BL" kann man verstirken:

e Der Kalkiil 148t sich zweiwertig machen, man erhélt dann eine zweiwertige
Begriffslogik.

e Durch Forderungen wie etwa, dafl unter jeden widerspruchsfreien Allgemein-
begriff mindestens ein Individuum fallen muf, gelangt man in die ,,angewand-
te“ Begriffslogik.

e Durch Hinzufiigung des sog. Urteilsprinzips A = (A = 1), das schon Leibniz
kannte, erhilt man einen Kalkiil, der der Priadikatenlogik 1. Stufe dquivalent
ist. Das Urteilsprinzip hebt den Behauptungscharakter eines Urteils hervor;
es besagt, dafl wenn immer man mit einem Urteil A zu tun hat, man dieses
durch das Urteil ,Das Urteil A ist wahr“ ersetzen kann und umgedreht. Die
1 in der formalisierten Version steht fiir ,wahr*, die 0 dementsprechend fiir
»falsch®.

Dieses zusitzliche Axiom hat im Zusammenhang mit der Negation die Zwei-
wertigkeit (Urteile sind entweder wahr oder falsch) der Urteilslogik vom
Frege-Typ zur Folge.

L&Bt man die Quantoren-Axiome A2’, A3’, A9’ und A10’ weg, so bekommt
man durch Hinzufiigung des Urteilsprinzips einen Kalkiil, der der Aussagen-
logik dquivalent ist.

Typisch fir die Urteilslogik ist im tibrigen, daf} alle Terme auch Formeln sind,
also daf3 alle Verkniipfungszeichen wie Beziehungszeichen behandelt werden
diirfen.

e FErlaubt man die Anwendung des Urteilsprinzips lediglich fiir Begriffe ab der
2. Ebene, so erhilt man einen gemischten Begriffs- und Urteilskalkiil.

e Eine Abschwichung des Urteilsprinzips (A = 1) < A liefert einen modalen
Kalkiil.

e Auch das modal-Axiom kann so eingeschrinkt werden, dafl es nur fiir Begriffe
ab der 2. Ebene gilt.

Ahnlich wie Begriffe kann man auch Kalkiile miteinander vergleichen.
Insbesondere das Verhiltnis der Uber— und Unterordnung ist von Be-
deutung. Es 14t sich u.a. folgendermafien definieren (wobei zunéchst
der Fall betrachtet wird, dafl die beiden Kalkiile dasselbe Vokabular
besitzen):

Der Kalkiil K; heifit stirker/spezieller als der Kalkiil Ko, wenn
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e alle im Kalkiil Ko beweisbaren Formeln auch in K; beweisbar sind, oder:

e zusitzlich auch noch alle in Ko beweisbaren Regeln in K; beweisbar sind,
oder:

e alle Grundformeln und Grundregeln von Kg in K; beweisbar sind, oder:

e alle Grundformeln von Ky in K; beweisbar und alle Grundregeln von Kz in
K zuléssig sind, d.h. von in K; beweisbaren Pramissen zu in K1 beweisbaren
Konklusionen fiihren.

Zwei Kalkiile heiflen dquivalent/gleichwertig, wenn jeweils der eine
starker als der andere ist.

Unterscheiden sich zwei zu vergleichende Kalkiile im Vokabular, so
wird eine ,, Ubersetzung® benétigt, die in einem bestimmten Sinne ein-
deutig sein muf}, um gewisse Entartungsfille auszuschlieﬁerﬂ und obige
Definitionen miissen sinngeméf gedndert werden.

Das wichtigste Ergebnis des mit den oben beschriebenen Mitteln
durchgefiihrten Kalkiilvergleiches zwischen Begriffs- und Urteilslogik
war die Erkenntnis, dafl Begriffslogik und Urteilslogik nicht etwa
grundsétzlich verschieden sind, wie man es erwarten kénnte, sondern
daf3 die Urteilslogik eine spezielle Begriffslogik ist, d.h. also neben
den urteilslogisch gedeuteten begriffslogischen Axiomen noch iiber ein
zusitzliches, speziell urteilslogisches, Axiom verfiigt.

Gemif der Inhalts-Umfangs-Relation bewirkt ein groerer Inhalt (ei-
ne stirkere Axiomatik) einen kleineren Umfang, d.h. die Urteilslogik ist
nicht mehr so allgemein deutbar wie die schwéchere Begriffslogik. In der
iiblichen Urteilslogik sind z.B. Ausdriicke wie A # 0 oder A # 1 mit
A =1 bzw. A = 0 dquivalent.

Auflerdem wurde die Theorie des Riickschlusses auf verborgene
Pramissen auf Begriffsverkniipfungen erweitert, und im Prinzip un-
abhéngig vom Objektkalkiil gemacht. In dieser Form ist der Riickschluf3
auf verborgene Priamissen hervorragend geeignet, die oft unvollstindig
aufgeschriebenen Argumentationen in beliebigen Kalkiilen auf ihre ver-
borgenen Voraussetzungen hin zu untersuchen.

Etwas technischer ausgedriickt: Gegeben sei ein beliebiger Kalkiil K
(eine kalkiilisierte bzw. formalisierte Theorie 0.4.) sowie die Tatsache,
daf aus einem System von Kalkiilausdriicken A zusammen mit einem
weiteren solchen System X ein anderes System von Ausdriicken B be-
weisbar ist; in Zeichen:

AX Fx B

Im einfachsten Fall vertreten A und B jeweils einen einzigen Aus-
druck.

2Besitzt ein Ausdruck A zwei verschiedene Ubersetzungen B und C, so sollte
B 4F C bzw. - B = C o.4. gelten.
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Hierbei seien A und B bekannt, X sei ,,unbekannt“ und damit , ge-
sucht“. B sollte — von trivialen Sonderfillen abgesehen — nicht aus
X alleine folgen, d.h. zur Ableitung von B sollte A im allgemeinen
tatsachlich mitbenutzt werden.

v. Petzinger definiert:

a) ,, X ist Losung des RiickschluBproblems (relativ zu A, B und zum
Kalkiil K)¥, genau wenn gilt: A, X kg B.

(,B ist aus A und X im Kalkiil K beweisbar)

b) ,X ist minimal“, genau wenn gilt:
Fir alleY: Wenn A, Y kg B,dann AY kg A, X.

(, Alle Lésungen Y haben zusammen mit A im Kalkiil K die
Ausdriicke A und X zur Folge*)

Man kann zeigen, das diese Minimalitédtsbedingung &dquivalent ist
mit der folgenden wesentlich einfacheren: ,, X ist eine minimale Lésung
des Riickschluiproblems (relativ zu A, B, K)¥, genau wenn gilt: A,
X Fxk B und A, B Fx X.

Als trivialer Sonderfall ergibt sich, dafi B (also die Konklusion) immer
eine minimale Losung des Riickschlu3problems ist, von der aber nur in
besonderen Féllen gebrauch gemacht werden sollte.

Der Vorteil der Minimalisierung der verborgenen Pramissen ist, dafl
nun auch im negativen Sinne entschieden werden kann, d.h., wenn man
selbst diese minimalisierten verborgenen Pramissen nicht zugeben kann
oder will, dann kann der Beweis nicht vervollstdndigt werden, dann war
er nicht korrekt und muf} iiberarbeitet oder aufgegeben werden.

Betrachtet man z.B. die Behauptung: Aus ,,Alle A sind B¢ folgt ,,Al-
le C sind D*, so ist dieses ein unvollstindiger Beweis. Eine mogliche
Losung fiir den Riickschlu8 auf verborgene Pramissen bei v. Freytag
wire ,Alle C sind A* und ,Alle B sind D¢, diese Loésung ist jedoch
nicht minimal. Minimal wéren jedoch ,,Alle C sind A oder D und , Al-
le B und C sind D“. Dieses nachzuweisen wiirde hier zu weit fithren.
Man sieht aber, dafl diese Losung schwicher ist als die v. Freytagsche.

5. Begriffslogik heute
Die Begriffslogik basiert auf den gleichen verbandstheoretischen

Strukturen und Axiomen wie die Urteilslogik, jedoch ist sie allgemeiner,
da ihr das zentrale Axiom der Urteilslogik fehlt, das Urteilsprinzip.
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Die Begriffslogik ist ebenso wie die Urteilslogik schichtenartig auf-
gebaut. Auf der untersten Ebene sind die Grundobjekte Begriffe, die
durch die Halbordnungsrelation des Art-Gattungs-Verhéltnisses (der
Identitét) miteinander verbunden sind. Auf den dariiberliegenden Ebe-
nen sind die Objekte beliebige und beliebigstellige Relationen und
Funktionen (unter anderen auch Urteile, obwohl sie nur als Begriffe
behandelt werden, und demzufolge auch nicht im zweiwertigen Korsett
der Urteilslogik stecken), die durch den Ableitungszusammenhang als
Halbordnungsrelation miteinander verbunden sind.

Verallgemeinerte ,,und“- und ,,oder“-Operationen stehen in der Be-
griffslogik (J] und ") ebenso zur Verfiigung, wie in der Pridikatenlogik
der All- und Existenzquantor. Variablen kénnen beliebig indiziert wer-
den, was der a(x) bzw. b(z,y), usw. Schreibweise der Priadikatenlogik
entspricht.

Ausdruckstechnisch gesehen steht also inzwischen auch fiir die
Begriffslogik das gesamte Operationsspektrum der Urteilslogik zur
Verfiigung. Der ,,mathematische“ Kalkiilcharakter ist in keinster Weise
mit dem Urteilsprinzip oder der Urteilslogik verbunden, die Begriffslo-
gik kann genauso ,,genau® sein, wie die Urteilslogik.

Der einzige Unterschied liegt in der schwécheren Axiomatik der Be-
griffslogik. Das ist aber kein Nachteil, im Gegenteil, oftmals ist die Ur-
teilslogik zu stark, die begriffslogische Axiomatik wiirde zur Herleitung
vieler Ergebnisse bereits ausreichen.

Methodisch gesehen sind allgemeinere (schwichere) Verfahren spe-
zielleren Verfahren i.a. vorzuziehen, weil sie voraussetzungsirmer sind.
Bei Bedarf ist es jederzeit moglich, den Kalkiil zu verstédrken. Vorschnel-
le Verstarkung birgt die Gefahr, geeignetere Darstellungsformen und
feinere Ausdrucksformen von Beginn an auszuschlielen.

Man konnte sich auch grundsétzlich in einem sehr allgemeinen Kalkiil
aufhalten, jedoch bestimmte Begriffe ,hoherer Schichten“ bzw. ,,Kate-
gorien“ einfithren, wie etwa ,Begriff“, | Urteil“, . Individual-Begriff*,
,Zweiwertig” o.4., so dafl man beziiglich der Beweisbarkeit gewisser
Formeln oder Regeln jeweils die entsprechenden ,,Kategorien“ angeben
miifite, z.B.

Urteil(a), Urteil(d) + a < (b < a) oder
Zweiwertig(a), Zweiwertig(b), ab#0 F a=1b etc.

Ebenso sollte man grundsétzlich zum Kalkiilwechsel fahig sein. Se-

mantische Netze, Venn-Diagramme, algebraische Kalkiile, u.a. bieten in
unterschiedlichen Situationen jeweils grofle Vorteile, aber auch Nach-
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teile. Es ist also sinnvoll, sich jeweils den geeignetsten Kalkiil fiir eine
bestimmte Situation zu wéhlen. Einseitige Festlegungen auf einen be-
stimmten Kalkiil bewirken eine Einengung, die den Blick auf bessere
und einfachere Losungen verstellen kénnen.

Die Begriffslogik ist also keineswegs ,,unbrauchbar* oder etwa , veral-
tet*, im Gegenteil, sie ist mindestens genauso modern und brauchbar
wie die Urteilslogik. Beklagenswert ist allerdings das Informationsdefi-
zit iiber die Moglichkeiten und Fihigkeiten der Begriffslogik.

6. Ausblick

Auch wenn Bruno Baron v. Freytag Loringhoff nun nicht mehr unter
uns weilt, so werden sein Wirken in der Logik und seine Inspiration uns
noch lange begleiten.

Aber nicht nur in der Logik, auch in anderen Gebieten wird man ihn
nicht vergessen. Man denke hier nur an seine Arbeit im Rahmen des
Schickardschen Nachlafles, im besonderen an die Rekonstruktion der
ersten Rechenmaschine von 1623.

Die Arbeit an der Begriffslogik wird weitergehen, denn auch wenn
bereits ein erheblicher Teil der Grundlagenarbeit geleistet worden ist,
so bleibt doch noch viel zu tun, z.B.:

e Das Verhiltnis Begriffslogik — Grundlagen der Mathematik mufl untersucht
werden. Logik ist eine der wichtigsten Grundlagen der Mathematik, denn
die ganze Beweistheorie baut darauf auf. Es wire die Frage zu kléren, in-
wieweit Begriffslogik ausreichend ist, die in der Mathematik erforderlichen

Schliisse zu gewihrleisten, bzw. wo Urteilslogik oder sogar noch speziellere
Logik notwendig ist.

e Die bereits entwickelten begriffslogischen Beweisprogramme sind zu erwei-
tern, so dal auch mehrschichtige Begriffslogik verniinftig per Computer be-
trieben werden kann.

e Die Theorie des Riickschlusses auf verborgene Priamissen muf3 auf mehr-
schichtige und mehrstufige Logiken erweitert werden.

Dennoch hat sich bereits jetzt eines recht deutlich ergeben: Die ein-
seitige Bevorzugung der Urteilslogik in der heutigen Zeit ist lediglich
eine historische Zufilligkeit, es hitte nicht so kommen miissen.

Andreas Otte, Oerlinghausen
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